Twierdzenie Du Faya

Du Fay byl matematykiem francuskim zyjacym

w pierwszej polowie XVIII wieku. Wykazal on, ze:
réznica pdl pieciokatéw foremnych ABCDE

i AB'C'D'E’' — opisanego i wpisanego w ten sam
okrag — réwna sie polu pieciokgta foremnego
wpisanego w okrag o $rednicy réwnej bokowi
AB pieciokata opisanego.

Tlustruje to rysunek 1: pola zaznaczone kolorem sa
réwne (zapiszmy to Ps = ps).

Rys. 1. Ilustracja twierdzenia, gdy n = 5.

Okazuje sie, ze twierdzenie to jest prawdziwe

w przypadku dowolnego n-kata, a nie tylko gdy

n = 5. Oznaczmy przez P,, pole figury z lewej strony
powyzszego rysunku, gdy pieciokat zastapimy n-katem
(a przez p, — pole figury z prawej strony).

Aby sie przekonaé o prawdziwosci twierdzenia, nalezy
obliczy¢ pola n-katéow opisanego i wpisanego w dany
okrag o promieniu r.

Pierwsze z nich jest réwne Fy = nr? tg(n/n), a drugie
Fy = 1/2nr?sin(27/n),
P —F - F— nr?(sinm/n)3
cosm/n

Natomiast p,, obliczymy stosujac wzér na Fy przy
promieniu R = rtg(mw/n), bo taki jest wzér na poldéwke
boku n-kata foremnego opisanego na okregu

o promieniu r. Przekonamy sie, ze P, = p,,.

Zauwazmy tez, ze lim P, = 0, a przy duzych n
P, ~ [r3r?] /n?.

Dowo6d Du Faya dla pieciokata jest czysto
geometryczny. Wystarczy bowiem ,mala modyfikacja”
rysunku 1, polegajaca na tym, ze figure z prawej
strony przesuniemy tak, by odcinek C'D byl érednica
(przesunietego okregu).

Czworokat
E'CA'U jest
rombem. Mamy
bowiem: E'C =
=CA =AU =mry
(jest to promien
okregu, w ktory
whpisaliSmy
pieciokat CRSTU,
a zarazem polowa

Rys. 2 boku CD)

4

Pawel KUBIT

Ponadto, co ma kluczowe znaczenie, odcinki E'C’
i UA’ sa réwnolegle. Bowiem suma miar katéw E'C A’
i CA'U jest réwna:
3 1
(%) =7 + : 2 =m.
Przekatne kazdego rombu dziela go na 4 przystajace
trojkaty prostokatne, zatem pola tréjkatéw E'C A’
i CA'U sa réwne, tj. Ps = ps. To rozumowanie
mozna ,uratowa¢” w przypadku dowolnego n-kata:
w réwnaniu (x) mamy wtedy 7[(n — 2)/n] 4+ 27/n = 7.

Jest jeszcze jedna interpretacja tego twierdzenia.
7 wierzchotkéw pieciokata wpisanego prowadzimy
proste prostopadte do bokéw pieciokata opisanego:
A'J B K,C'L,D'M,E'N.

Utworza one
pieciokat foremny
(na rysunku 3
ZazZNaczony

na szaro), ktérego
pole jest réwne
polu figury
kolorowej na tym
rysunku, tj. Ps.
Ze srodka O
opuszczamy
prostopadte
0SiowW

do odcinkéw E'N i E'A’. Powstaje prostokat OSE'W,
tj. OS = A’E’/2. Ten odcinek (OS) jest réwny
wysokosci tréjkata A’UC z rysunku 2 poprowadzonej
z wierzcholka A’.

Rys. 3

Mozemy sobie teraz rozwazy¢ sytuacje odwrotna.
Mianowicie taka, ze wezmiemy kolo opisane i wpisane
w ustalony pieciokat foremny. Spéjrzmy na ponizszy
rysunek.

Rys. 4

Niech OA bedzie promieniem kota opisanego, OF —
promieniem kola wpisanego. Twierdzenie Pitagorasa
daje: OA% = OF? + AF? = OF? + AB? /4. Stad:
7(0OA% — OF?) = 1AB?/4, to znaczy, ze réznica pél
kota opisanego i wpisanego w pieciokat foremny
réwna sie polu kota o $rednicy réwnej bokowi
tegoz pieciokata. Pozostaje to prawda w przypadku
dowolnego n-kata foremnego.



