Rozwigzanie zadania F 597.

Niech liczba plaszczyzn wynosi i = 4,
wtedy C' = 3e0S/d (trzy réwnolegte
kondensatory). Analogicznie dla i = 6:
C = 5Cy, gdzie Cy = €0 S/d itd. Zatem,
dla 2n ptlaszczyzn:

C=(2n—-1)Co = (2n —1)goS/d.

Rozwigzanie zadania M 1027.
Niech A bedzie zbiorem tych n € N, dla

ktérych Alicja ma strategie wygrywajaca.
Niech B = N\ A. Wykazemy indukcyjnie,

ze B = {Qk :k=0,1,2,...}. Latwo
zauwazy¢, ze 1,2 € B. Zakladamy, ze

{1,2,....n—=1}NB =

={2":k=0,1,2,..., 2" < n}.

Jesli n = 2™ dla pewnego m, to

po pierwszym ruchu Alicji pozostanie

na stole wigcej niz 2™~ i mniej niz 2™
cukierkéw. Z zalozenia indukcyjnego

w tym momencie istnieje strategia
wygrywajaca dla rozpoczynajacego, czyli
dla Bartka. Zatem 2™ € B.

Jesli n nie jest powyzszej postaci, to
n=2"4+k k< 5. Woéwczas Alicja
w pierwszym ruchu moze zjesé k
cukierkéw, pozostawiajac Bartka z 2™
cukierkami w sytuacji przegranej.
Zatem n € A.

O wygladzie cial w ruchu

Andrzej NOWOJEWSKI, Jakub KALLAS,
Andrzej DRAGAN

Szczegdlna teoria wzglednosci dostarcza swoim adeptom niezwyklych wrazen.
Pierwsza reakcja jest jednak zawsze zdziwienie. Tempo uplywu czasu jest
wzgledne? Rozmiary ruchomych obiektéw zaleza od obserwatora? Nonsens!

A jednak tak wlasnie jest i nasz zdrowy rozsadek okazuje si¢ by¢ ztym doradca.
Watpliwosci nie ma tylko co do jednej rzeczy: teoria wzglednosci jest niezwykle
ciekawa 1 wzbudza zainteresowanie nie tylko fizykéw, ale takze amatoréw

i kibicow nauki.

Aby przyblizy¢ te wspaniala teorie szerszemu gronu, napisano wiele ksiazek
popularnonaukowych, a wéréd nich, jako jedna z pierwszych, urocza ksiazeczke
laureata Nagrody Nobla, George’a Gamowa ,,Pan Tompkins w Krainie Czarow”.
Jej tytulowy bohater przenosi sie we $nie do swiata, w ktérym predkosé $wiatla
jest niewiele wieksza od predkosci pedzacego rowerzysty i gdzie wszystkie
niestychane relatywistyczne zjawiska sa na porzadku dziennym. Pan Tompkins
na wlasne oczy moze przekonaé sie, ze jadacy rower jest krétszy, a zegarek

na rece rowerzysty chodzi wolniej. Dzieki wizycie w ,,Krainie Czaréw” Pan
Tompkins (wraz z Czytelnikiem) zamiast studiowaé trudne podreczniki

moze na wlasnej skorze przekonaé sie na czym polega teoria wzglednosci.
Lektura ksiazeczki Gamowa bytaby swietnym sposobem na wyobrazenie
relatywistycznego swiata, gdyby nie jeden drobny szczegdl, o ktérym autor
celowo, badz przypadkiem zapomnial. .. Otéz Pan Tompkins podrézujac po
Krainie Czaréw stwierdza, ze wszystkie ruchome przedmioty skracaja sie

w kierunku ruchu. I jest tak w rzeczywistosci, np. jadacy rower jest zawsze
krétszy o czynnik /1 — (v/c)?, gdzie v jest predkodcia roweru, a ¢ predkoscia
Swiatta. Nie oznacza to jednak wcale, ze rower bedzie wygladal na krétszy!

Nic podobnego! Zapewne brzmi to nieco od rzeczy, ale wezmy pod uwage

fakt, Ze obraz roweru jest tworzony przez $wiatlo docierajace do obserwatora
zawsze z pewnym opoOznieniem. Jesli zatem sam rower porusza sie z predkoscia
poréwnywalna z c, to gdy Swiatto dotrze do oka Pana Tompkinsa, rower

w miedzyczasie zdazy sie nieco przesunaé (dokladnie ten sam efekt mozemy
stwierdzi¢ styszac lecacy odrzutowiec: dzwiek nie dochodzi z miejsca, w ktérym
on sie znajduje). Jednakze pozorne ,przesunigcie” ruchomego obiektu to

nie wszystko. Jesli przejezdza on dostatecznie blisko, to czas potrzebny

na dotarcie $wiatla z réznych jego cze$ci do oka obserwatora moze by¢ istotnie
rozny. Oznacza to, ze na fotografii jadacego roweru swiatto docierajace

do kliszy z przedniego kota musiato by¢ wyemitowane w innej chwili niz
Swiatto z tylnego kota! Ta rozbieznos¢ staje si¢ oczywiscie tym wigksza im
szybciej porusza sie rower. W przypadku Krainy Czaréw, w ktérej rowery
poruszaja sie z predkosciami niemal réwnymi tamtejszemu c, efekt ten zaczyna
odgrywac kluczowa role i obraz roweru powinien stac¢ sie w niezwykly sposéb
znieksztalcony. ChcielibySmy teraz pokazaé¢, w jaki sposéb mozna nauczy¢ sie
rysowac obiekty w relatywistycznym ruchu, oczywiscie na przyktadzie roweru.
Skupmy sie dla uproszczenia na obiektach plaskich poruszajacych sie w swojej
plaszczyznie. Plaska krzywa mozemy opisa¢ za pomoca réwnania postaci

(1) F(JE, y) =0,

gdzie F jest pewna funkcja dwdch zmiennych. Na przyktad okrag o promieniu
R i érodku w poczatku ukladu wspolrzednych jest opisany rownaniem

22 +y? — R? = 0. Rozwazajac zatem pewien obiekt, ktérego kontur jest opisany
w spoczynku réwnaniem (1), mozemy latwo powiedzieé¢ jaki bedzie rzeczywisty
ksztalt tego obiektu, jesli bedzie sie on poruszaé z predkoscia v wzdluz osi
OX. Wystarczy w tym celu przeksztalci¢ wspolrzedne zgodnie z transformacja
Lorentza:

(2)

xr — vt

V1= (v/c)?
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Rozwigzanie zadania M 1028.

Niech A bedzie zbiorem wszystkich

par (m,n), m,n € N, dla ktérych
istnieje strategia wygrywajaca dla Alicji.
Wykazemy przez indukcj¢ wzgledem

m + n, ze

(m,n) € A < 2|m-n.

Oczywiscie (1,1) ¢ A. Rozwazmy
najpierw przypadek, kiedy na stole sa
grupy po m i n zetonéw i 2| m. Jesli
Alicja odrzuci grupe z n zetonami,

a druga podzieli na grupy liczebnosci 1
im — 1, to poniewaz 2t 1- (m — 1),
przy inteligentnej grze Alicji, na mocy
zalozenia indukcyjnego, przegra Bartek.
Zatem (m,n) € A.

Jesli 21 mn, to przy dowolnym ruchu
Alicji powstanie grupa skladajaca sig
z parzystej liczby zetonéw. Wowczas
wygra Bartek.

CE"
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I to jest
cala filozofia!
Otrzymamy P S

wowcCzas nowy,

ruchomy kontur,

ktory w dowolnej

chwili ¢ opisany jest

rOéwnaniem == )

3) F(Lvty) o

V1= (v/c)?
W przypadku okregu
dostalibysmy elipse poruszajaca == ) O
si¢ wzdluz osi OX i splaszczona
w kierunku ruchu o odpowiedni
czynnik. W ksiazeczce George’a
Gamowa, Pan Tompkins ,widzial”
ruchome obiekty, ktorych ksztatty
opisywane byty wlaénie réwnaniami
postaci (3), czyli bez zadnych znieksztalcen,
ktére w rzeczywistoéci musialyby sie pojawic.
Postaramy sie teraz odpowiedzie¢ na pytanie,
jak owe znieksztalcenia naprawde wygladaja.

Najlatwiej bedzie rozwazy¢ fotografie
poruszajacego sie obiektu, wykonang aparatem
umieszczonym w pewnej odleglosci d od plaszczyzny

ruchu i zwréconym w jej kierunku. Niech aparat

znajduje sie¢ w punkcie z = y = z = 0, a plaszczyzna
opisana bedzie réwnaniem z = d. Poniewaz swiatlo
porusza sie zawsze z predkoscia ¢ niezalezna od ruchu

zrodla lub obserwatora, to jesli po wyemitowaniu przez
obiekt w chwili ¢ i w punkcie (z,y, z), dotarto do aparatu
w chwili tops, musi by¢ spelniony zwiazek:

(4) c(tobs — t) = Va2 +y% + 22

Jedli zatem fotografie wykonano w ustalonej chwili ¢,ps,

to rozwiazujac uklad réwnan (3) i (4) mozemy znalezé punkty, E g

z ktorych swiatto dotarto do aparatu. Najlepiej pozby¢ sie z réwnan
czasu t, ktéry nas nie interesuje. Wyznaczajac ¢t z réwnania (4)

i wstawiajac do (3) dostajemy nowe réwnanie, ktérego wlasnie
szukalismy:

(sc(v/c) (ctons — a7+ g2+ 22) )
(5) a v =0

1—(v/c)?

Réwnanie to opisuje zarejestrowany przez aparat fotograficzny kontur
poruszajacego sie ciala, ktérego ksztalt w spoczynku zadany jest réwnaniem (1).
Wystepuje tu dodatkowy parametr ¢, opisujacy moment wykonania zdjecia,
ktéry mozemy wybra¢ dowolnie. Postugujac sie analogiczng metoda, mozna

bez trudu uogdlni¢ powyzszy wynik na ruch cial tréjwymiarowych, my jednak
pozostaniemy przy najprostszym przypadku, zeby pokazaé jak interesujace
rzeczy wynikaja z otrzymanego réwnania. Przykladowy kontur przedstawiajacy
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Rozwigzanie zadania F 598.

Potencjaly kuli i polaczonej z nim
powierzchni sg jednakowe, a potencjal
uziemionej plaszczyzny jest rowny zeru.
Poniewaz potencjal punktu lezacego

w nieskonczonoéci jest réwny zeru,

a za taki mozna z warunkéw zadania
uwazaé¢ dana kule, okazuje sie, ze kule

i kondensator mozna uwazac za polgczone

réwnolegle:

stad

9  qo—¢q
dmegr c

q=

g0
1+ C/(4meor)”

nieruchomy rower znajduje si¢ na rysunku w lewym rogu. Zauwazmy, ze obraz
roweru jest wyjatkowo prosty do przeanalizowania, ze wzgledu na to, ze sktada
sie wylacznie z odcinkéw i okregdéw, opisywanych elementarnymi réwnaniami.
Dlatego postugujac sie réwnaniem (5) mozemy przeanalizowaé wyglad kazdego
z tych elementéw osobno, a nastepnie zlozyé otrzymane ksztalty w jedna catosé.

Numeryczne rozwiazania tego réwnania ukazane sa jako seria rysunkéw. Sa to
Hfotografie” roweru jadacego z predkoscia v = 0,8 ¢, wykonane z odleglosci
od plaszczyzny ruchu rownej srednicy kota roweru w kilku rownych odstepach
czasu. Przyznacie, ze zdjecia sa niezwykle zaskakujace! Na trzecim od gory
zdjeciu, $rodek przedniego kola akurat mijal obserwatora. Wezedniejsze zdjecia
ukazuja jak tylna wigksza czeé¢ roweru zbliza sie, podczas gdy na kolejnych
przednie fragmenty roweru juz sie oddalaja od aparatu. Jak wida¢ szybko
poruszajacy sie rower wydaje sie by¢ wydluzony, gdy sie do nas zbliza, skrécony
za$, gdy oddala. Skrocenie rozmiaréw roweru nastepuje w poblizu aparatu i jest
tym szybsze, im blizej jest dany fragment. Wlasnie dlatego kola maja przez
kilka chwil ksztalt rogalika. Srodek kola jest blizej nas i szybciej sie skraca
niz pozostale fragmenty. Efekt ten przypomina nieco akustyczne zjawisko
Dopplera, znane na przykltad z gwaltownego obnizenia wysokosci dzwieku
przejezdzajacej na sygnale karetki. W naszym relatywistycznym przypadku
jest podobnie: przejezdzajaca karetka ulegtaby pozornie gwaltownemu
skroceniu i spowolnieniu. Na serii ,zdje¢” mozemy zobaczy¢ takze inne ciekawe
zjawisko. Otéz rower zblizajacy sie do nas (taki jakim go widzimy) porusza sie
znacznie szybciej niz oddalajacy. Mijajac aparat z pozoru gwaltownie zwalnia,
mimo ze rzeczywisty rower porusza sie bez przyspieszenia. Dlaczego tak sie
dzieje? Rozwazmy pewien punkt zblizajacego sie do nas roweru. W chwili ¢,
z punktu A (patrz rysunek ponizej) zostaje wyslany foton, ktéry dociera do
obserwatora O w chwili ¢;, pokonujac droge c(t, — t,). W chwili ¢, punkt bedac
w polozeniu B (po przebyciu drogi v(t, — t,)) wysyla do obserwatora kolejny
foton, ktéry rejestrowany jest w chwili ¢.. Foton przebyl droge c(t. — t). Zatem
wedlug obserwatora rozwazany punkt w chwili ¢, znajdowal sie w polozeniu A,
za$ w chwili ¢, byl w B. Obserwowana predkos$¢ punktu u jest wiec réwna
stosunkowi pokonanej przez niego pozornie drogi do czasu, w ktorym to sie
odbyto:

Gdy punkt sie
Avitb—td) B A v(ts—ta) B do nas zbliza
C(tb — ta) > C(tC — tb)

O/e;
o - (patrz rysunek),
Z wiec u > v.
zblizanie (0] (0] oddalanie ;Ynﬁ:tz };iaggu;laidgd dala
o(ty — tq) analogicznie mamy
T e —ty) c(ty —ta) < c(te —tp),

wiec u < v.

Dzigki $cidlejszej analizie tego zjawiska dowiadujemy sie, ze predkos¢ pozorna
ciala poruszajacego sie z predkoscia ¢/2 jest wigksza od ¢, gdy sie do nas zbliza!
Z kolei w przypadku oddalania si¢ od nas predko$¢ pozorna nigdy nie przekroczy
predkoéci $wiatta.

Na podstawie rysunkéw mozemy sie zatem przekonaé, ze Pan Tompkins
obserwujac mijajacy go rower, stwierdzilby, ze najpierw rower wydaje si¢
nienaturalnie wydluzony i zbliza sie szybciej niz w rzeczywistosci, a nastepnie,
w momencie mijania, rower nagle wydaje siec wyhamowywac i skraca¢ wzdluz
kierunku ruchu, zupelnie jak gdyby byl wykonany z gumy! Musimy oczywiscie
pamietad, ze jest to jedynie pozorny obraz, a w rzeczywistosci rower caly

czas jest lorentzowsko skrocony i porusza sie ze stala predkoscia. Te ciekawe
wnioski dotycza oczywiscie nie tylko roweréw, ale wszystkich cial bedacych

w relatywistycznym ruchu. Dlatego mozemy si¢ domyslaé, ze Kraina Czarow,
ktéra odwiedzil Pan Tompkins musi by¢ jeszcze niezwyklejsza, niz przedstawil to
George Gamow.
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