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1. Liczbe naturalng n nazywamy pierwsza, jezeli ma dokladnie dwa dzielniki:
11 n. Liczbe naturalna n nazywamy ztozona, jezeli ma co najmniej trzy
dzielniki, tzn. oprécz dzielnikow 1 i n ma jeszcze dzielnik d, gdzie 1 < d < n.
Wtedy réwniez liczba naturalna n/d jest dzielnikem liczby n. Gdyby obie
liczby d i n/d bylty wicksze od v/n, to mielibySmy n =d-n/d > \/n -/n =mn,
co daje sprzecznos¢. Zatem kazda liczba zlozona n ma dzielnik wigkszy od 1

i nie przekraczajacy /n .

Jezeli wiec chcemy zbadaé, czy liczba naturalna n jest pierwsza czy zlozona, to
wystarczy dzielié ja przez wszystkie liczby naturalne d, gdzie 1 < d < /n. Jezeli
cho¢ w jednym przypadku dzielenie da si¢ wykona¢ bez reszty, to znajdziemy
dzielnik liczby n rézny od 1 i od n, a zatem n jest liczba ztozona. W przeciwnym
razie n jest liczba pierwsza.

Ten algorytm badania pierwszosci liczby naturalnej n jest zbyt pracochtonny,
wymaga bowiem wykonania okolo y/n operacji elementarnych (dzielen).

0Od dawna poszukiwano algorytmoéw, ktore wymagalyby wykonania znacznie
mniejszej liczby operacji. Historia tych poszukiwan jest diuga, lecz nie bedziemy
jej tu omawia¢. W kazdym razie zaden ze znalezionych algorytméw nie dziatal
istotnie szybciej niz oméwiony wyzej algorytm polegajacy na dzieleniu n przez
wszystkie liczby naturalne nieprzekraczajace /1 .

Przetom nastapil dopiero w roku 2002, gdy Manindra Agrawal i jego uczniowie
— Neeraj Kayal i Nitin Saxena — z Politechniki w Kanpur (Indie) podali
algorytm dla zbadania, czy dana liczba naturalna jest pierwsza czy ztozona,
wymagajacy wykonania znacznie mniejszej liczby operacji. Algorytm ten jest tak
prosty, ze przytoczymy go nizej. Duzo bardziej skomplikowane jest uzasadnienie,
ze jest on poprawny.

2. Algorytm AKS badania, czy liczba n jest pierwsza, czy zlozona.

Krok 1. Badamy, czy istnieja takie liczby naturalne » > 21 s > 2, ze n = r°.
Jezeli TAK, to liczba n jest zlozona, jezeli NIE, to przechodzimy do nastepnego
kroku.

Komentarz. Gdyby n = r*, gdzie r > 2, to n>2°. Stad s < logn/log2. Wystarczy wiec
zbadaé, czy liczba r = {/n jest calkowita dla 2 < s < logn/log2. Mamy wiec do zbadania
C1 logn liczb, gdzie Cy jest pewna stala.
Krok 2. Bierzemy liczbe r = 2 i badamy, czy r dzieli n. Jezeli TAK, to n jest
liczba zlozona, gdy r jest mniejsze od n, i jest liczba pierwsza, gdy r = n.
Jezeli NIE, to badamy, czy
1) liczba r — 1 ma ,duzy” dzielnik pierwszy g, tzn. spelniajacy nieréwnosé

q > 4+/r logn.
2) liczba n("=1/9 — 1 jest podzielna przez 7.

Jezeli 1) lub 2) nie zachodzi, to jako r bierzemy nastepna liczbe pierwsza
i postepujemy analogicznie.
Komentarz. Wiadomo, ze istnieje taka stala Ca, ze dla pewnej liczby pierwszej
r < C2(logn)® zachodzi 1) i 2).
W kroku 2 badamy wiec co najwyzej Ca(logn)® liczb r i albo jedna z nich dzieli n
(wtedy liczba n jest zlozona), albo znajdziemy liczbe pierwsza r spelniajaca 1) i 2).
Krok 3. Mamy liczbe pierwsza r spelniajaca warunki 1) i 2). Dla kazdego a,
gdzie 1 < a < 24/7 logn, dzielimy wielomian
(X —a)" — X" —a przez X" — 1.
Jezeli za kazdym razem reszta z tego dzielenia jest wielomianem o wszystkich

wspblezynnikach podzielnych przez n, to liczba n jest pierwsza. W przeciwnym
razie jest ona zlozona.

Komentarz. Jak wiemy, 7 < C2(logn)%, zatem liczba wielomianéw rozpatrywanych w kroku 3
nie przekracza 2,/r logn <2v/C3 (logn)* = C3(logn)?, gdzie C5 jest pewna stala.
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Zadania

Wobec tego w calym algorytmie liczba operacji elementarnych wykonanych
na liczbach lub wielomianach nie przekracza

Clogn + Cy(logn)® + Cs(logn)*.
To wyrazenie jest pewnym wielomianem od logn, méwimy wiec, ze algorytm
AKS dziala w czasie wielomianowym.
Algorytm oméwiony na poczatku wymagal wykonania y/n operacji. Poniewaz

I = nl/? = glegn)/(2log2) _ (21/(210g2))

jest funkcja wykladnicza od logn, wiegc mowimy, ze ten algorytm dziala w czasie
wykladniczym.

logn

Funkcja wykladnicza rosnie duzo szybciej niz funkcja wielomianowa.
Zatem dla dostatecznie duzych n algorytm AKS dziata duzo szybciej niz
algorytm oméwiony na poczatku.

Istotnie nowym pomystem w algorytmie AKS jest Krok 3. Niestety, trudno

to zilustrowaé na prostym przyktadzie, poniewaz dla zbadania, czy ,mata”

liczba n (powiedzmy, mniejsza niz 10%) jest pierwsza, wystarczy zastosowaé tylko
pierwsze dwa kroki tego algorytmu.

Doktadniejsze informacje o omawianych tu sprawach mozna znalez¢ w Internecie
pod adresem: http://www.cse.iitk.ac.in

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 597. Wykonano kondensator zlozony z dwoch uktadéw plaszczyzn
przewodzacych (rysunek obok). Zaniedbujac efekty brzegowe, znalezé pojemnosé
tego kondensatora. Odlegtos¢ miedzy plaszczyznami jednego ukladu jest
jednakowa i réwna 2d, a liczba plaszczyzn wynosi 2n.

Rozwiazanie na str. 5

F 598. Jedna plaszczyzne nienaladowanego kondensatora o pojemnosci C'
uziemiono, a druga polaczono dlugim cienkim przewodem ze znajdujaca si¢

w duzej odlegtoéci przewodzaca kula o promieniu r i tadunku qq. Jaki tadunek
zostanie na kuli?

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

W ponizszych grach uczestniczy dwoje zawodnikéw: Alicja i Bartek. Gracze
wykonuja posunigcia na przemian. Gre zaczyna Alicja. Przegrywa ten, kto nie
moze wykona¢ ruchu zgodnego z regutami gry.

M 1027. Na stole lezy n cukierkow. W kazdym ruchu gracz musi zje$¢ mniej
niz polowe pozostalych na stole cukierkéw, ale co najmniej jeden. Na przyktad,
dla n = 3 w pierwszym ruchu Alicja musi zjes¢ 1 cukierek, po czym Bartek

nie ma ruchu. Wyznaczyé n € N, dla ktérych Alicja ma strategie wygrywajaca.
Rozwiazanie na str. 5

M 1028. Na stole leza dwie grupy zlozone odpowiednio z m i n zetondéw

(m,n > 1). W pojedynczym ruchu gracz wybiera grupe, a zetony wybranej
grupy wyrzuca do kosza. Druga grupe dzieli na dwie nowe grupy (po co najmniej
jednym zetonie). Dla jakich (m,n) Bartek ma strategie wygrywajaca?
Rozwiazanie na str. 6

M 1029. Na poczatku na tablicy napisana jest liczba naturalna n > 2.
Posuniecie gracza polega na zastapieniu napisanej na tablicy liczby £ liczba
k — d, gdzie d jest dzielnikiem k oraz 1 < d < k. Wyznaczy¢ n, przy ktorych
Alicja ma strategie wygrywajaca.

Rozwiazanie na str. 16
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