Zadania trudniejsze od innych

Przekazujac wiedze kolejnym pokoleniom, wybieramy
takie umiejetnosci, fakty, ktére maja duzy walor
uzytkowy lub poznawczy. Pewne z nich wpisuja

sie w kanon naszej kultury, wzbogacajac tych,
ktorzy ja poznaja. Na specjalng uwage zastuguja
problemy, ktére maja duze znaczenie praktyczne

i nie zostaly dotychczas rozwiazane w zadowalajacy
spos6b. Czy takie problemy w ogdle istnieja?

O tak, i jest ich wiele. Kilka z nich prezentujemy
ponizej. Punktem wyjscia beda proste obserwacje

z elementarnej geometrii, ktére bardzo szybko
doprowadza nas do trudnych i wciaz aktualnych
zagadnien. Rozpoczniemy od nastepujacego zadania.

Zadanie 1. Polgcz wierzchotki trojkata rownobocznego
odcinkami, ktorych lgczna dlugosé jest mozliwie
naymniejsza.

Na kolejnych rysunkach (rys. 1, 2, 3) prezentujemy
trzy propozycje rozwiazan, w ktorych kazda nastepna
jest lepsza od poprzedniej.
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Jak wykazaé, ze ostatnia propozycja jest rozwigzaniem
zadania?

W dyskusji nad rozwiazaniem tego zadania dla
dowolnego tréjkata przydatna bedzie wlasno$é, ktéra
zauwazyl wloski fizyk i matematyk Evangelista
Torricelli (1608-1647) [uczen Galileusza, wykazal
istnienie ci$nienia atmosferycznego, skonstruowat
barometr]:

Jesli na zewngtrz dowolnego tréjkqta, na jego
bokach, zbudujemy trojkqty rownoboczne v na kazdym
z nich opiszemy okrag, to tak otrzymane trzy okregi
przetng sie w jednym punkcie (rys. 4, 5, 6).
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Niezwykloé¢ tej obserwacji polega na tym, ze punkt
jednoznacznie wyznaczaja dwa przecinajace si¢ okregi,
tu zag w jednym punkcie spotykaja si¢ trzy okregi
zwane okregami Torricellego. Wspolny punkt ich
przeciecia nazywamy punktem Torricellego. Wykazanie
opisanej wlasnosci (zwanej réwniez twierdzeniem
Napoleona, gdyz Napoleon I Bonaparte (1769-1821)
tez ja odkryl) nie jest trudne. Uzasadnienie

mozna oprzeé¢ na nastepujacej szkolnej obserwacji

[12, str. 130]: suma miar ketéw wpisanych w okrayg,
opartych na tej samej cieciwie, lecz majgcych
wierzchotki po przeciwnych stronach cieciwy, jest
rowna .

Okregi opisane na tréjkatach réwnobocznych C'B; A
i AC1 B przecinaja sie w punkcie 7. Wykazemy,

ze punkt T nalezy rowniez do okregu opisanego

na trojkacie réwnobocznym BA;C.

Gdy |<A| < 27 (rys. 4), to
|<BTC| =2m — (|[<BTA| + |<ATC|) =
=2r— (n+ 2nm) = 2m.
Gdy [« A| = 27 (rys. 5), to A=T.
Gdy |<A| > 27 (rys. 6), to
|<BTC| = |<BTA| + |[XATC| = ir + 47 = 2m.

Zatem, w kazdym z rozpatrywanych przypadkow
|<BTC| = %7‘( i jest to kat oparty na tej samej cieciwie
co kat BA;C, ktoérego miara wynosi %7‘(‘. Oznacza

to, ze punkty B, T, C, Ay leza na wspolnym okregu

opisanym na tréjkacie rownobocznym BA;C.



Aby dla danego tréjkata wyznaczyé punkt
Torricellego, nie musimy rysowaé¢ wskazanych okregow.
Punkt T otrzymamy w wyniku przeciecia sie dwoch
sposrod prostych AA;, BB1, CC:. Na przyklad,
punkty B, T, By leza na jednej prostej, gdyz

|<BTC| = 37, |<CTB;| = |[«CAB;| = 37, a zatem
|« BT B;| = w. Mozna réwniez wykazaé [11, str. 140],
ze odcinki AAq, BBy, CCt maja jednakowa dlugosé
rowna

1
\/§(a2 + 02 + ¢2) +25V3,

gdzie a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata ABC,
S za$ jego polem (ktéra to wielko$é, zgodnie

ze wzorem Herona, tez jest funkcja dtugosci bokéw
trojkata).

Punkt Torricellego pojawil si¢ w matematyce
(fizyce(?)) w zwiazku z problemem ekstremalnym
postawionym przez Bonawenture Cavalieriego
(1598-1647) (jego autorstwo przypisuje sie réwniez
Pierrowi de Fermat (1601-1665)).

Problem. Polgcz trzy punkty odcinkamsi, ktorych
laczna dlugo$é jest mozliwie najmniejsza.

Jedna z trudnosci tego problemu (Zadanie 1 jest jego
szczegblnym przypadkiem) jest to, ze odpowiedz zalezy
od ,rodzaju” tréjkata, jaki tworza zadane punkty.

Przypadek 1. Wskazemy najpierw rozwiazanie
dla tréjkatéw, w ktérych punkt Torricellego jest
ich punktem wewnetrznym, czyli dla tréjkatéw
o katach wewnetrznych mniejszych niz %77‘.
Woéwczas z punktu Torricellego T" kazdy bok takiego
trojkata ABC widaé pod katem %w. Oto blyskotliwe
rozwiazanie Hofmanna [5]. Rozwazmy dowolny
punkt wewnetrzny P trojkata ABC, dla ktérego
max{|<A|, |<B|,[«C|} < 27. Punkt P laczymy
z wierzchotkami A, B, C' i obracamy tréjkat CPB
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o kat a = 3m wokdt punktu B do polozenia

tréjkata AP’ B.
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Wowczas

|AP|+ |BP|+ |CP| = |AP| + |P'P| + |A'P'|
i ostatnia suma jest najmniejsza, gdy punkty P
oraz P’ naleza do odcinka AA’.

Wtedy

|XAPB| =7 — |<BPP'| =7 — im = 27,

|xCPB|=|xA'P'B| =7 — |<PP'B| = %W.
Oznacza to, ze z punktu P kazdy z bokow
rozwazanego tréjkata jest widoczny pod katem %ﬂ'.
Zatem w tym przypadku optymalne rozwigzanie daja
odcinki taczace punkt Torricellego z wierzchotkami
tréjkata.

Przypadek 1I. Gdy punkty A, B, C tworza tréjkat,
ktorego jeden z katéw wewnetrznych ma miare réwna
€O najmniej %ﬂ', to rozwiazaniem problemu jest suma
dtugosci odcinkéw wychodzacych z wierzchotka tego
kata. Uzasadnienie tego jest bardziej ktopotliwe.

Niech tréjkat ABC bedzie taki, ze |<C| > %ﬂ' oraz
P # C. Wykazemy, ze wowczas

|AC| + |CB| < |AP| + |BP| + |CP].
WprowadZmy oznaczenia: |[<ACB| =~ > %W,
|<ACP| = ¢, | < BCP| =1, F niech bedzie rzutem
prostokatnym punktu P na prosta AC, a G rzutem
prostokatnym punktu P na prosta C'B. Wowczas
|AC| = |AF|+|CP|-cosp, |BC|=|BG|+|CP|-cos,
czyli
|AC| + |BC| = |AF| +|BG| + |CP| - (cosp + costp) =
ety o—

cos .
2

=|AF|+ |BG|+|CP| -2 cos

Poniewaz jeden z powyzszych cosinusow ma wartosé
cos 3 (to, ktéry z nich, zalezy od tego, czy P jest
punktem wewnetrznym kata BCA) i v > %77‘, wiec
cos 3 < % W konsekwencji

|AC|+ |BC| < [AF| + |BG| +[CP].
Uwzgledniajac, ze |AF| < |AP|, |BG| < |BP|,
otrzymujemy ostatecznie

|AC| + |CB| < |AP| + |BP| + |CP].
Oznacza to, ze w przypadku trojkatow, ktérych jeden
z katéw wewnetrznych ma miare wigkszg niz %77‘,
mamy zupelnie nowa sytuacje — punkt Torricellego
nie wskazuje optymalnego rozwiazania problemu!

Omawiane zagadnienie ma wiele réznych uogélnien
czesto zwanych problemem sieci minimalnes.
Najbardziej ktopotliwym wérdéd nich jest problem
Steinera (Jacob Steiner (1796-1863)).

Problem Steinera. Polgcz n punktow plaszczyzny
spojnym uktadem odcinkow tak, aby ich lgczna dlugosé
byta moZliwie nagjmniejsza.

Oczywiste jest, ze rozwiazanie tego problemu zalezy od
polozenia danych punktéw. Pewne trudnosci ujawniaja
sie juz, gdy prébujemy znalez¢ minimalna sie¢ dla
czterech punktéw. Przypatrzmy sie rozwiazaniu
nastepujacego zadania [7, zad. 75; Delta 9/1987,

zad. 151].

Zadanie 2. Polgcz wierzchotki kwadratu odcinkams
tak, by ich lgczna dlugosé byla moZliwie najmniejsza.



Idee rozwiazania mozna odczytaé z rysunku 8.
Rysunek 9 pokazuje, ze otrzymane rozwigzanie nie jest
jednoznaczne.
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Przy innym potozeniu czterech punktow

na plaszczyznie zadanie sie komplikuje. Na przyktad
dla czworokata o katach wewnetrznych nie wiekszych
niz %7‘( sie¢ minimalng znajdujemy, wybierajac te
pare przeciwleglych bokéw, dla ktorych odlegtosé

ich érodkow jest najwieksza i wykonujac konstrukcje

przedstawiona na rysunku 10 [1, 2].

C

D

Rys. 10

W innych
przypadkach sie¢
minimalna moze miec¢ P2
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Pomysl, ze do rozwigzania problemu Steinera mozna
dojéé  krok po kroku” — najpierw (w znany juz
spos6b) znajdujemy rozwiazanie dla trzech lub
czterech punktéw, a nastepnie laczymy otrzymane
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sieci, nie jest dobry. Wyznaczona w ten sposéb sie¢
dla 6 punktéw bedacych wierzchotkami kwadratow
(rys. 13) jest dluzsza od sieci przedstawionej

na rysunku 14.

Rys. 13 Rys. 14

Oznacza to, ze rozwiazanie problemu Steinera wymaga
podejscia globalnego. Dla nieduzej liczby punktow

sie¢ minimalna mozna wyznaczy¢ do$wiadczalnie [2],
korzystajac z wlasnosci blony mydlanej, ktéra dzigki
dzialaniu napiecia powierzchniowego jest w stanie
statej rownowagi wtedy i tylko wtedy, gdy ma
minimalne pole (rys. 15).
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W tej sytuacji naturalne jest pytanie: czy istnieje
jaki$ algorytm, ktory w skonczonej liczbie krokdw
wskazywalby rozwiagzanie problemu Steinera?
Odpowiedz na nie jest pozytywna. Pierwszy taki
algorytm podal w 1961 roku Z.A. Melzak [6] (od tego
czasu tylko nieznacznie usprawniony, zob. [9, 10]).
Sukces ten jest jednak pozorny, gdyz mozliwosci jego
rzeczywistego wykorzystania sa bardzo ograniczone.
Algorytm ten jest po prostu nieefektywny.

Na przyktad dla n = 7 nalezy sie liczy¢ z konieczno$cia
zbadania 62370 sieci. W zwiazku z tym nasza uwaga
musi by¢ skierowana nie tylko w strone pytania

o istnienie algorytmu, lecz roéwniez na mozliwosé

jego efektywnego wykorzystania — rozwigzanie
problemu za rozsadna cene (czyli w mozliwym

do zaakceptowania czasie). Takimi zagadnieniami
zajmuje sie teoria zlozonodci obliczeniowej [3, 4].

Sprobujmy pokrétce wyjasnié, o co chodzi. Jedli czas
na wykonanie w algorytmie obliczen dla n parametrow
uzalezniony jest od liczby n wielomianowo,

na przyklad wzorem 5n3, to méwimy, ze taki algorytm
daje wynik w czasie wielomianowym. Takie algorytmy
uwaza sie za dobre, a problem, ktory one rozwiazuja,
za tatwy. Na przyklad: dodawanie dwoch liczb



n-cyfrowych wymaga nie wiecej niz 2n operacji
dodawania na cyfrach, mnozenie takich liczb nie
wymaga wiecej niz 3n? operacji. Sa to wiec zadania
latwe. Jesli jednak w algorytmie czas na wykonanie
obliczen dla n parametréw roénie piorunujaco szybko,
na przyklad wykladniczo jak 2™ (lub jeszcze gorzej,
jak n! czy n™), to takie zadanie jest praktycznie
niewykonalne. W tym przypadku, dla n = 70, nawet
gdybysmy sprawdzali 1000000 przypadkdéw co sekunde,
to i tak potrzebowalibysmy ponad 300000 wiekéw dla
sprawdzenia wszystkich 270 przypadkéw. Problemy,
dla ktorych znamy tylko algorytmy niedajace wynikéw
w czasie wielomianowym, uwaza si¢ za trudne.

Jest jednak nowy ktopot, jak dla danego problemu
pokazaé, ze dla jego rozwigzania nie istnieje algorytm
o wielomianowym czasie realizacji. Innymi stowy,

jak pokazaé, ze dany problem jest trudny? Niestety,
tego jeszcze nie potrafimy zrobi¢, cho¢ znamy okoto
1000 zadan, ktére na dzien dzisiejszy uznajemy za
trudne. Jednym z takich zadan jest wspomniany wyzej
problem Steinera.

Trudnym zadaniem jest réwniez problem
komiwojazera (sformulowany przez Karla

Mengera w 1930 roku): znajdZ najkrétszq droge
przechodzqceq przez kazde z n danych miast, ktora
konczy sie w mieScie, w ktorym sie rozpoczela.
Poniewaz liczba wszystkich tras wynosi n!, wiec

dla duzych n wyznaczenie drogi, rozwazajac
przypadek po przypadku, jest zadaniem beznadziejnie
nieefektywnym.

Tego typu problemy (zwane tez problemami
szeregowania) spotykamy w wielu sytuacjach
praktycznych: zbieranie pieniedzy z aparatow
telefonicznych, obchdd przez straznika ustalonych
miejsc w fabryce, trasy dostawy towaru do réznych
sklepéw w miescie itd. Wszechstronng analize tego
problemu, jego réznych wariantow oraz innych
probleméw o podobnym charakterze mozna znalezé
w pracy [8].

Wiele praktycznych zastosowan ma réwniez problem
pakowania: wypeinicé plecak réznymi przedmiotami

o wartosciach p; 1 wagach w;, dokonujgc takiego
wyboru, aby warto$¢ zatadowanych do plecaka
przedmiotow byla mozliwie najwieksza i oczywiscie nie
przekroczyta udzwigu plecaka.

Oto przyklad prostego geometrycznego wariantu
problemu pakowania: ile niezachodzgcych na siebie
kwadratow jednostkowych mozna umiesci¢ wewngtrz
duzego kwadratu o boku s = N + %0? Dotychczas
wiadomo, ze istnieja takie upakowania, ktore
pozostawiaja niepokryta powierzchnie réwna
prawie §22 s 0634 (wydaje sig, ze nie jest to
najlepsze oszacowanie, obiecujaca wielkocia jest s9°).
Na przyktad: dla kwadratu o boku s = 100000,1
upakowanie konwencjonalne mieéci 10'° kwadratéw,
pozostawiajac niepokryta powierzchnie nieco wicksza
niz 20000 kwadratéow jednostkowych. Poniewaz jednak
100000,1963% =~ 1479,11, wiec dla rozwazanego
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kwadratu istnieje (!) niekonwencjonalne upakowanie
mieszczace jeszcze dodatkowo ponad 18500 kwadratdw
jednostkowych! Tyle teoria, jak jednak wykona¢ to

w praktyce?

Trudne sa rowniez tzw. problemy pokryciowe, ktére
od strony praktycznej dotycza takich zagadnien jak:
planowanie lotow personelu lotniczego, okreslenie
okregéw wyborczych, optymalne przemieszczanie
towaréw od przedsiebiorstw przez magazyny

do pewnej liczby odbiorcow.

Dla zadnego z wyzej wskazanych probleméw nie
znaleziono dotychczas efektywnego (tzn. o czasie
wielomianowym) algorytmu ich rozwiazania. Jest wiec
nad czym rozmyslaé. . .

Na zakonczenie powrdémy jeszeze do problemu sieci
minimalnych dla kilku punktow, ale umieszczonych
nie na ptaszczyznie, lecz w przestrzeni. Rysunek 16
prezentuje sieci minimalne dla wierzchotkéw
czworo$cianu foremnego, szescianu, o$mioscianu
foremnego.

N

Rys. 16

Mam nadzieje, ze dopracowanie szczegotow

i wykazanie poprawnosci prezentowanych rozwiazan
nie bedzie klopotliwe, a moze nawet dostarczy troche
przyjemnosci.
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