O zasadzie minimum Piotr ZAKRZEWSKI

Zasada minimum (dla liczb naturalnych) orzeka, iz w kazdym niepustym
podzbiorze zbioru liczb naturalnych N istnieje liczba najmniejsza. Ten
intuicyjnie oczywisty fakt wyraza bardzo wazna wlasnos¢ zbioru N, gdyz blisko
wiaze si¢ z innym kluczowym twierdzeniem dotyczacym tego zbioru,

a mianowicie z zasada indukcji matematycznej. Przeanalizujmy ten zwiazek

w ogélniejszej sytuacji. Niech A bedzie dowolnym niepustym podzbiorem zbioru
liczb rzeczywistych R.

e Powiemy, ze dla zbioru A prawdziwa jest zasada minimum, jesli jest on

niepusty i w kazdym jego niepustym podzbiorze istnieje liczba najmniejsza.
e Powiemy, ze dla zbioru A prawdziwa jest zasada indukcji, jesli istnieje

w nim liczba najmniejsza ag oraz dowolny zbiér X C A, spelniajacy

warunki:

(1) ao € X,

(2) dla kazdej liczby a € A wiekszej od ag, z tego, ze wszystkie liczby

x € A, mniejsze od a, naleza do X, wynika, ze a € X,
jest réwny calemu zbiorowi A.

Obie powyzsze zasady sa naturalnymi uogdlnieniami swoich klasycznych

wersji dla zbioru liczb naturalnych. W szczegoélnosci, zasada indukeji dla N

to po prostu jedna z postaci zasady indukcji matematycznej. Ogdlnie,

zasade indukcji dla zbioru A stosuje sie w sytuacji, gdy chcemy udowodnié, ze
kazdy element tego zbioru ma jakas rozpatrywana wlasno$¢ W — nalezy wowczas
wlasnie wykazaé, ze zbior X = {z € A: W(x)}, zlozony z tych wszystkich
elementéw zbioru A, ktére maja wlasnosé W, jest rowny zbiorowi A. W tym celu
sprawdzamy, ze najmniejszy element ag zbioru A ma wlasnos¢ W (tzn. ag € X),
a nastepnie bierzemy dowolny element a € A, wiekszy od ag, przyjmujemy

jako zalozenie indukcyjne, ze kazda liczba = ze zbioru A, mniejsza od a,

ma dowodzong wlasno$é (tzn. x € X) i w koncu korzystajac z tego zalozenia
wykazujemy, ze wlasno$é te ma réwniez liczba a (tzn. a € X).

Sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie, dla jakich podzbioréw zbioru liczb
rzeczywistych prawdziwe sg sformulowane wyzej zasady. Zacznijmy od zasady
minimum, gdyz sprawdzenie, czy dany zbiér ja spelnia, jest na ogél tatwe.

Zasada ta, oczywiscie, jest prawdziwa dla kazdego niepustego podzbioru
zbioru N, a takze dla dowolnego niepustego zbioru skonczonego A C R.
Oto kilka kolejnych przyktadéw zbiordéw, spetniajacych zasade minimum:

(1) A4y ={1-1:neN\{0}},
(2) Ao = {m — - :me{1,2,3}, ne N\ {0}},
(3) A3 ={m—1:m, ne N\ {0}}.

Sprawdzmy, na przyklad, ze zasada minimum jest prawdziwa dla zbioru As
— stad juz bedzie wynikalo, ze jest ona réwniez prawdziwa dla zbioréw A; i Ao,
gdyz zawieraja si¢ one w zbiorze As.

Niech wiec X bedzie niepustym podzbiorem zbioru As. Stosujac dwukrotnie

»zwykla” zasade minimum dla zbioru liczb naturalnych, znajdujemy najpierw
liczbe
mo :min{me N: m-— % € X dla pewnego n € N},

a nastepnie liczbe

nozmin{neN: mo—%eX}.

Jest oczywiste, ze liczba mg — % jest najmniejszym elementem zbioru X.

Innymi stowy, jesli liczbe m — % oznaczymy za pomocg pary jej ,wspolrzednych” (m,n), to
znalezienie najmniejszej sposréd liczb tej postaci, nalezacych do zbioru X, polega na wskazaniu
tej z odpowiadajacych im par, ktéra jest pierwsza w porzadku ,alfabetycznym” — mg jest
najmniejsza mozliwa pierwsza wspolrzedna, a ng najmniejsza sposréd drugich wspéirzednych
rozpatrywanych par o pierwszej wspélrzednej mo.
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Rozwigzanie zadania F 595.

Objetosé gazu, wylatujacego przez otwér
o powierzchni S z predkoscia v w czasie t,
wynosi vSt ~ V/2. Predkosé wylotu
powietrza mozna oszacowac¢ albo z jego
temperatury:

mv®/2 ~ 3kT/2 = 3RT /(2N A),

albo po prostu przyréwnaé predkosé gazu
do predkosci dzwicku ¢ ~ 3 -10% m/s.
Niech objetoscé satelity V ~ 1 m?
iS~107%*m? av~3-10% m/s.

Wtedy t ~ V/(20S) = 10 s.

Zasady minimum nie spelniaja natomiast zbiory takie jak R, zbiér
wszystkich liczb wymiernych Q ani zbiér liczb catkowitych 7, gdyz w zadnym
z nich nie ma liczby najmniejszej. Nie jest ona tez prawdziwa dla zadnego
przedzialu domknigtego [a, b], gdzie a < b (w przedziale otwartym (a,b)
nie ma liczby najmniejszej), a zatem réowniez dla zadnego zbioru zawierajacego
taki przedziat.
Ogdlniej, zasada minimum nie jest prawdziwa dla zadnego nieprzeliczalnego zbioru A C R.
Istotnie, mozna udowodnié, ze jesli zbiér A jest nieprzeliczalny, to jego podzbiér Y,
zdefiniowany w nastepujacy sposéb

Y ={a € A: zbiér (—oo,a) N A jest nieprzeliczalny}

jest niepusty i nie ma elementu najmniejszego.

Co z prawdziwoécig zasady indukcji dla zbioréw rozwazanych powyzej?
Mozna by w kazdym przypadku sprawdzié, ze jest ona prawdziwa, jesli zbior
spelia zasade minimum, i falszywa w przeciwnym razie. Wynika to jednak
z 0gollnego twierdzenia, ukazujacego sygnalizowany na poczatku artykutu
zwiazek indukcji z zasada minimum.

Twierdzenie. Dla dowolnego niepustego zbioru A C R nastepujgce warunki
sq rownowazne:

(1) dla zbioru A prawdziwa jest zasada indukcyi,
(2) dla zbioru A prawdziwa jest zasada minimum.

Dowdéd. Zal6zmy najpierw, ze dla danego zbioru A prawdziwa jest zasada
indukcji; wykazemy, ze jest tez dla niego prawdziwa zasada minimum.
Niech wiec Y bedzie dowolnym niepustym podzbiorem zbioru A; chcemy
stwierdzié, ze zbior ten ma element najmniejszy. Przypusémy wiec, ze jest
przeciwnie. Wyniknie stad, wbhrew przyjetemu zalozeniu, ze Y jest zbiorem
pustym i otrzymana w ten sposéb sprzecznosé zakonczy te cze$é dowodu.

Zastosujemy zasade indukcji dla zbioru A do jego podzbioru X, zlozonego
z tych liczb ze zbioru A, ktére nie naleza do Y. Niech ag bedzie najmniejsza
liczba w zbiorze A. Mamy
(1) ap € X, gdyz w przeciwnym przypadku mieliby$émy ag € Y i liczba ag
bytaby najmniejszym elementem zbioru Y, wbrew przyjetemu
zalozeniu;
(2) niech a € A bedzie dowolna liczba wieksza od ag. Zrébmy zalozenie
indukcyjne, ze kazda liczba x € A, mniejsza od a, nalezy do zbioru X.
To jednak znaczy, ze zadna z nich nie nalezy do zbioru Y, wiec gdyby
liczba a do niego nalezala, to bylaby jego najmniejszym elementem,
znowu wbhrew temu, co zalozyliSmy. Zatem a € X.
Na mocy zasady indukcji dla zbioru A wnioskujemy z powyzszego, ze X = A,
ale to znaczy, ze zbior Y jest pusty.

Zal6zmy teraz, ze dla danego zbioru A prawdziwa jest zasada minimum;
wykazemy, ze jest tez dla niego prawdziwa zasada indukcji. Niech wiec ag bedzie
najmniejszym elementem zbioru A i wezmy dowolny zbiér X C A, spelniajacy
warunki:

(1) ao € X,

(2) dla kazdej liczby a € A, wiekszej od ag, z tego, ze wszystkie liczby

x € A, mniejsze od a, naleza do X, wynika, ze a € X.

Chcemy wykazaé, ze X = A. Przypusémy wiec, ze jest przeciwnie, tzn. zbior Y,
ztozony z tych elementéw zbioru A, ktére nie naleza do X, jest niepusty.
W takim razie na mocy zasady minimum dla zbioru A w zbiorze Y jest liczba
najmniejsza a. Wowczas a > ag, gdyz ag € X na mocy warunku (1). Ponadto
wszystkie liczby = € A, mniejsze od a, naleza do zbioru X, poniewaz a jest
najmniejsza liczba, ktéra do niego nie nalezy. To jednak, wobec warunku (2)
implikuje, ze a € X, czyli a ¢ Y 1 otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd.

Powyzsza dyskusje zwiazku zasady minimum z zasada indukcji mozna
w znaczacy sposob uogolnié. Jest to punkt wyjsécia dla bardzo ciekawej teorii
tzw. zbioréw dobrze uporzadkowanych.
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