Mnozniki Lagrange’a Witold SADOWSKI

Precyzyjniej: gradient funkcji V(z,y, z)
to wektor
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Jak widaé, zeby w ogdle moéwic
o gradiencie, trzeba wiedzieé, ze
funkcja V' jest rézniczkowalna.
W calym artykule bedziemy zakladac,
ze funkcja V jest gladka, tzn.
rézniczkowalna dowolng liczbe razy.
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Rys. la

Rys. 1b

Moze si¢ tez zdarzy¢, ze przyjdzie nam
szukaé ekstreméw na powierzchni, ktéra
ma brzeg (na przyklad na gérnej potéwcee
sfery wraz z réwnikiem). Wtedy trzeba
osobno sprawdzaé jeszcze sam brzeg

(we wspomnianym przypadku réwnik).

Gradient funkcji skalarnej V' — oznaczany VV — to taki wektor, ktory w danym
punkcie przestrzeni wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji V. Im jest
dtuzszy, tym wzrost funkcji wiekszy. Trzeba jednak uczciwie przyznaé, ze
gradient nie jest ,,doskonaly” i ma pewna wade: jesli wzrost funkcji jest bardzo
subtelny, to gradient go nie zauwazy. Jezeli wiec gradient jest w pewnym punkcie
wektorem zerowym, to nie nalezy od razu oczekiwaé, ze funkcja jest w otoczeniu
tego punktu stala, tylko ze tempo jej wzrostu jest wolniejsze niz liniowe.

Gradient jest przydatny z réznych wzgledow, ale w szczegélnosci pomocny
jest w poszukiwaniu punktéw, w ktérych funkcja osiaga wartosci maksymalne
i minimalne. Zauwazmy bowiem, ze jesli gradient jest w pewnym punkcie X
niezerowy, to funkcja nie moze mie¢ w tym punkcie ekstremum. Rzeczywiscie:
wartosci funkcji V' w strone zwrotu gradientu (dostatecznie blisko punktu X)
beda wieksze niz w punkcie X, a z ,tylu”, tj. w strone przeciwng do zwrotu
gradientu — mniejsze. Nie moze by¢ wiec w punkcie X ani maksimum,

ani minimum funkcji V. Jedyna wiec szansa na ekstremum jest wtedy, gdy
gradient znika. Stad ogdlna metoda poszukiwania ekstremum funkcji wielu
zmiennych: najpierw znajdujemy ,,podejrzane” punkty, czyli takie, w ktérych
gradient znika, a potem — bardziej ,brutalnymi” metodami sledczymi — badamy,
ktére z podejrzanych punktéw naprawde sa minimami badZ maksimami.

A co robi¢ w sytuacji, gdy maksimum (lub minimum) funkcji V' szukamy
wérdd takich punktéw (x,y, z), ktére spelniaja pewien dodatkowy warunek,
np. leza na pewnej powierzchni (kuli, elipsoidzie, paraboloidzie, etc.)?

Jasne jest, ze w tym przypadku poszukiwanie punktow, w ktorych znika
gradient funkcji V, nie doprowadzi nas do wszystkich podejrzanych.

Niech bowiem przykladowo funkcja V' bedzie odlegloscia danego punktu

w pokoju od podlogi i szukajmy ekstremum funkcji V' na powierzchni

pitki o promieniu R i $rodku w punkcie (x1,y1,21). W sytuacji jak

na rysunku la szukamy zatem ekstreméw funkeji V' (z,y, z) = z na powierzchni
o réwnaniu F(z,y,2) = (x —21)? + (y —y1)?> + (2 — 21)> — R?> = 0.

Widzimy, ze w punkcie B mamy minimum V na powierzchni pitki,

a w punkcie A maksimum. Ale ani w A, ani w B gradient V nie jest réwny zeru!
Narysujmy jednak pola wektorowe gradientu funkcji V' i gradientu funkcji F’
na powierzchni pitki (rys. 1b). Okazuje sie, ze w punktach ekstremalnych
wektory VV oraz VF sg rownolegle. Czy to przypadek?

Rozwazmy inng sytuacje. Niech V(x,y) = o — y2. Poszukamy maksymalnej

i minimalnej wartoéci funkcji V na elipsie o réwnaniu F(x,y) = 22 + g—z —1=0.
7Z rysunku 2 wynika, ze funkcja V' osiaga maksimum w punktach A i B oraz
minimum w punktach C'i D. I znéw we wszystkich tych punktach gradient
funkcji V' (kolorowe wektory) jest réwnolegly do gradientu funkcji F (czarne

wektory)!
r—y?= —4L
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Rys. 2. Parabola ¢ — y2? = —4% jest styczna do elipsy 2 + Z—Z — 1 =0 w punktach C i D.
Wychodzac np. z punktu C' i idac po elipsie, trafimy do wartosci funkcji V' wigkszych niz w C.
Dlaczego?
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Rys. 3

Wszystkie nasze obserwacje prowadzg zatem do wniosku, ze ekstremow

funkcji V' przy warunku F'(x,y, z) = 0 nalezy szukaé¢ wérdd takich punktéw, dla
ktérych

(%) VV = AVF,

gdzie A to pewna liczba rzeczywista, zwana mnoznikiem Lagrange’a. Wystarczy
chwila zastanowienia, by zrozumieé, dlaczego tak jest. Ot6z maksimum

(lub minimum) funkeji V' na powierzchni F(x,y,z) =0 (lub F(z,y) = 0) moze
by¢ osiagane tylko wtedy, gdy w kazdym kierunku stycznym do powierzchni
liniowy wzrost funkcji V' znika. Innymi stowy, liniowy wzrost funkcji V' moze
mie¢ tylko skladowsg prostopadia do powierzchni F' = 0, czyli réwnolegta

do gradientu F.

No dobrze, ale dlaczego w tytule pojawily sie mnozniki, a nie mnoznik
Lagrange’a? Nietrudno to wytlumaczyé: przeciez mozemy nalozy¢ wiecej

niz jeden warunek na poszukiwane punkty i szukaé¢ ekstremow wsrod

punktéw (z,y, z), dla ktérych Fy(x,y, z) = 0 oraz Fa(x,y,z) = 0 dla pewnych
funkcji Fi i F». Odpowiada to szukaniu ekstreméw na przecigciu pewnych
powierzchni. Spogladajac na rysunek 3, widzimy, ze gradient funkcji V' nie
moze mie¢ skladowej stycznej do krzywej [, musi zatem leze¢ w plaszczyznie
wyznaczonej przez gradient funkcji Fy i gradient funkcji Fo. Innymi stowy, musi
by¢ ich liniowa kombinacja, tzn.

(**) VV == )\1VF1 + )\QVFQ,

gdzie A1 i A\s to pewne liczby rzeczywiste zwane mnoznikami Lagrange’a.
Czytelnik obdarzony n-wymiarowa wyobraznia (dla n > 4) z latwoscia wskaze
przyklady, gdy mnoznikéw Lagrange’a potrzeba bedzie jeszcze wiece;j.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 595. Oszacowac czas zmniejszenia sie o polowe ci$nienia powietrza
wewnatrz sztucznego satelity Ziemi, majacego w Scianie otwor o $rednicy
rzedu 1 centymetra.

Rozwiazanie na str. 9

F 596. Ile ruchéw pompki potrzeba do nadmuchania pitki futbolowej?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

M 1024. Znalez¢ najwigksza wartosé wyrazenia

zy + (1 —2?)(1 —y?),
gdzie —1 < z,y < 1.
Rozwiazanie na str. 16

M 1025. Suma nieujemnych liczb z1,x9,...,z, wynosi 1. Jaka maksymalna
warto$¢ moze przyjac
T1 /Ty Y3 .. Y, ?

Rozwiazanie na str. 5

M 1026. Liczby x1, ... 2k, Xft1,- - -, Ty sa dodatnie oraz k < n.
Zalézmy, ze liczby xg41, ..., T, sa ustalone. Jak nalezy wybraé zy, ..., zg,
by zminimalizowaé Z —7
— Ly
i#]
Rozwiazanie na str. 5

11



