Lemat Kuratowskiego—Zorna

W dowodach wielu twierdzen matematycznych
wykorzystuje sie zbiory maksymalne w pewnych
rodzinach zbioréw. Przyjrzymy sie jednemu takiemu
zastosowaniu zbioréw maksymalnych.

Zbior X jest maksymalny w rodzinie zbioréw Z, jesli X nie jest
zawarty w zadnym réznym od niego zbiorze z tej rodziny.

Mozna latwo skonstruowaé funkcje przeksztalcajaca
w sposéb réznowartosciowy zbiér liczb naturalnych
na jego kwadrat: f: N 4= N x N. Mianowicie
ustawimy wszystkie pary liczb naturalnych w ciag:
(0’0)’(0’1)’(1’0)’(0’2)’(1’1)’(2’0)’(0’3)’(1’2)’
(2,1), (3,0), (0,4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0),...

Kwadratem zbioru A nazywamy iloczyn kartezjanski A x A, tj. zbiér
wszystkich takich par (a,b), ze a,b € A.

Latwo dostrzec regule: najpierw bierzemy pare (0, 0),
potem takie pary (k,l), ze k +1 = 1, potem takie, ze
k+ 1= 2itd. W ramach kazdej grupy porzadkujemy
pary (k,l) wedlug rosnacego k.

Istnienie takiej funkcji f oznacza, ze zbiory Ni N x N
maja tyle samo elementow; méwimy wtedy, ze sa
réwnoliczne. Troche trudniej jest dowiesé, ze istnieje
funkcja g : R =5 R X R (czyli ze prosta ma tyle samo
punktéw co plaszczyzna). Taka funkcje g pierwszy
skonstruowal matematyk niemiecki Georg Cantor

w koncu XIX wieku. Powstalo pytanie, czy podobna
wlasnos$¢ ma kazdy zbiér nieskonczony. W roku 1906
matematyk niemiecki Hessenberg udowodnil, ze tak
rzeczywiscie jest. W dowodzie twierdzenia Hessenberga
mozna wykorzystaé¢ zbiory maksymalne.

Niech wigc A bedzie zbiorem nieskoniczonym
i przyjrzyjmy sie rodzinie takich funkcji f, ze
f: B &> B x B, gdzie B jest nieskoficzonym

Wojciech GUZICKI

podzbiorem zbioru A. Takie funkcje istnieja. Istotnie,
z tego, ze zbior A jest nieskonczony, wynika, iz mozna
z niego wybraé nieskoniczony cigg réznych elementow
a0, 01,02, ..., 0y, - ... Funkcje f mozemy zdefiniowaé
przyporzadkowujac kolejnym wyrazom tego ciagu pary
(a0, ao), (a0, a1), (a1, ao), (ao,az), (a1,a1), (az,ao),
(a0, a3), (a1, az), (az,a1), (a3, ao), (ao, as), (a1,as),
(ag, ag), (ag, al), (a4, ao), N

W tej definicji rozpoznajemy znane nam juz
numerowanie par liczb naturalnych. Jedli funkcja

f: B 4> B x B jest elementem maksymalnym w tym
zbiorze funkcji (tzn. nie istnieje taka funkcja

g:C = CxC,ze fCg),tomorna dowiesé, ze
zbiér B jest réwnoliczny ze zbiorem A. Poniewaz

zbiér B jest réwnoliczny ze swoim kwadratem, to

i zbiér A okazuje sie¢ réwnoliczny ze swoim kwadratem.

Funkcje definiuje sie jako taki zbiér par (z,y), ze zaden element nie
wystepuje na pierwszym miejscu w dwéch réznych parach.

Jak dowies¢, ze taka maksymalna funkcja istnieje?
Te kwestie rozstrzyga wladnie tzw. Lemat
Kuratowskiego—Zorna. Przed sformutowaniem tego
lematu zdefiniujemy jeszcze jedno pojecie. Mowimy,
ze rodzina zbioréow Y jest lancuchem, jesli kazde
dwa zbiory P i @) nalezace do Y sa poréwnywalne,
tzn. P C Q lub Q C P.

Lemat Kuratowskiego—Zorna mowi, ze jesli dana jest
taka rodzina zbioréw X, ze dla dowolnego lancucha
Y C X suma wszystkich zbioréw rodziny Y nalezy
do X, to rodzina X ma element maksymalny.

Dowdd, ze zdefiniowana wyzej rodzina funkcji spetnia
zalozenia lematu Kuratowskiego—Zorna, nie jest
trudny. Lacznie otrzymujemy wniosek, ze kazdy zbiér
nieskonczony jest réwnoliczny ze swoim kwadratem.
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