Jak pryska banka mydlana?

W ostatnich kilkunastu latach na pograniczu
geometrii rézniczkowej i teorii réwnan roézniczkowych
rozrost sie nowy, pokazny dzial matematyki,
poswiecony badaniom krzywych i powierzchni, ktore
poruszaja sie zgodnie z jakim$ okreslonym przepisem,
zmieniajac wraz z uplywem czasu swéj charakter

i wlasnoéci. Rézne punkty moga przy tym poruszaé sie
z réznymi predkosciami, wyznaczonymi przez
rozmaite geometryczne charakterystyki krzywej

czy powierzchni. Badania te maja z jednej strony
wyrazny kontekst stosowany (prosze pomysleé, ilu

w szerokim $wiecie jest bogatych sponsorow, ktérych
moze interesowac ruch cieniutkiej granicy miedzy
plynnym metalem a zakrzeptym stopem, albo ruch
linii oddzielajacej wilgotng jeszcze farbe od zaschnietej
warstewki lakieru), z drugiej za$ wiaza sie blisko

7 najpowazniejszymi problemami wspélczesnej
geometrii.

Z obu powodéw warto przedstawi¢ Czytelnikom Delty
choc¢by czubek géry lodowej — i opowiedzie¢ kilka stéw
o przyktadach pojeciowo najprostszych, a przy tym
dostatecznie ciekawych i trudnych. Chodzi o tak
zwana ewolucje krzywiznowa. Podlegajaca jej ptaska
krzywa zamknieta porusza sie zgodnie z nastepujacym
przepisem: w ustalonej chwili wektor predkosci
kazdego punktu krzywej jest prostopadty do krzywej

i ma dlugo$é¢ rowng wartosci bezwzglednej krzywizny.
Zanim opiszemy kilka wlasnosci takiego ruchu
krzywych ptaskich, przypomnimy definicje i powiemy,
jak ustala sie¢ zwrot predkosci.

Krzywizna krzywej gtadkiej y: I — R3w punkcie y(s) to odwrotnosé
promienia tego okregu, ktéry najlepiej ze wszystkich ,pasuje”

do krzywej w okolicy punktu y(s). Jesli krzywa sparametryzowana
jest dlugoscia tuku (tzn. przeksztalcenie y odpowiada podrézy
wzdluz krzywej ze stala, jednostkowa szybkosciag — wektor styczny
y’(s) ma dla kazdego s dlugoéé 1), to krzywizna jest réwna liczbie
k(s) = |y”(s)|. Dla krzywych plaskich wprowadza sig¢ krzywizne

ze znakiem.

Rys. 1. Czarne czesci krzywej maja krzywizne dodatnia, kolorowe —
ujemng. W zaznaczonych kropkami punktach krzywizna znika.

W ewolucji krzywiznowej predkosé jest rowna
iloczynowi krzywizny i wektora normalnego
wewnetrznego. Przyjety wybor znaku krzywizny
powoduje, ze krzywe ograniczajace zbiory wypukte
(jak np. okrag, elipsa czy kontur jajka) — dla krétkosci
zwane dalej po prostu krzywymi wypukiymi —
kurcza sie. Jest jasne, ze ostatecznie kazda taka
krzywa musi ,,wpa$¢ sama na siebie”. Powstaje wiec
naturalne pytanie: w jaki sposob sie to odbywa?
Czy w momencie katastrofy krzywa zamienia si¢

w odcinek? W punkt?

Pawel STRZELECKI

Zanim odpowiemy na te pytania, podamy inne
wtasnosci ewolucji krzywiznowej.

Wiasno$¢ pierwsza: zakaz wyprzedzania. Jesli

w chwili poczatkowej krzywa vy znajdowala sie
wewnatrz obszaru ograniczonego krzywa og, to
podczas ewolucji krzywiznowej dla wszystkich
czaséw t krzywe oy 1 ¢ beda rozlaczne. Dlaczego

tak sie dzieje? Oto szkic najwazniejszego argumentu.
Przypu$émy na chwile, ze jest inaczej i w pewnej
chwili ¢t krzywa o, po raz pierwszy dotkneta ;.

W typowej sytuacji krzywizna o, jest wtedy mniejsza
niz krzywizna ., bo przeciez krzywa o, dotyka
krzywej v, od zewnatrz. Zatem predkosé krzywej oy
jest mniejsza niz predkos¢ v, co jednak wyklucza
mozliwosé doscigniecia. (Gdy krzywizny obu krzywych
w punkcie pierwszego spotkania sg réwne, potrzebny
jest nieco subtelniejszy argument, wnikajacy glebiej
w teorig réwnan rézniczkowych.)
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Rys. 2. W chwili pierwszego spotkania zewnetrzna krzywa jest mniej
zakrzywiona, wigc powinna poruszac si¢ wolniej.

Wilasnosé druga: pole obszaru ograniczonego przez
krzywq zmniejsza sie w stalym tempie. Dowdd tej
wlasnosci pozostawimy jako zadanie dla szczegdlnie
zainteresowanych Czytelnikow.

Wiasno$c trzecia: jesli o jest okregiem o promieniu 7o,

to v¢ jest wspotsrodkowym z ~vo okregiem o promieniu
= /13 — 2t. Nietrudno potwierdzi¢ to

rachunkiem. Podlegajacy ewolucji krzywiznowe;j

okrag pozostanie, rzecz jasna, okregiem; przepls

na predkos¢ prowadzi do réwnania gt = f;.

Mnozac je stronami przez 2r, otrzymujemy d(dr:) = -2,
czyli r2(t) = C — 2t. Oczywisty dobér statej C = 73
prowadzi do przytoczonego wczesniej wzoru, ktéry

ma sens jedynie dla ¢ € [0,t.], gdzie t, = 73 /2 jest
czasem zycia okregu.

Kazda krzywa zamknieta kurczy sie wiec
proporcjonalnie szybko do pola, ktore poczatkowo
ogranicza, z pewnoscig nie dluzej niz otaczajacy
ja okrag (to wynika z zakazu wyprzedzania). Pora
na odpowiedz, co sie dzieje w chwili ostatecznej
katastrofy.

Twierdzenie 1 (M. Gage, R. Hamilton, 1986).
Kazda krzywa wypukia podlegajgca ewolucyi
krzywiznowej kurczy sie do okrgglego punktu.

Niektorzy Czytelnicy powiedza moze, ze przeciez
wszystkie punkty sa okragle. Sens sformutowania



twierdzenia Gage’a i Hamiltona jest nastepujacy:
Przypusémy, ze krzywe v; powstaja w wyniku ewolucji
krzywiznowej z vo. Jesli tuz przed chwila znikniecia .
bedziemy ~; ogladaé¢ przez mikroskop, to ujrzymy
niemal idealny okrag. Scislej, jesli ¢ oznacza
jednokladne powigkszenie v, w takiej skali, zeby pole
wewnatrz J; bylo réwne polu wewnatrz poczatkowej
krzywej o, to 3 jest bardzo bliskie okregu: dla t — ¢,
krzywizna 7; zbiega do stalej w tempie wykladniczym,
a wszystkie pochodne krzywizny sa zbiezne do zera.

Okazuje sie, ze krzywe niewypukle (takie, jak

np. zawijas z rysunku 3) wcale nie znikaja w jaki$
bardziej widowiskowy sposéb. Méwi o tym dosé
zaskakujace

Twierdzenie 2 (M. Grayson, 1987).
Kazda zamknieta krzywa plaska podlegajoca ewolucyi
krzywiznowej w skonczonym czasie stanie sie wypukta.
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Rys. 3. Ewolucja krzywiznowa zmieni te¢ krzywa w brzeg obszaru
wypuklego, a potem w ,okragly punkt”. Stanie si¢ to w czasie
krétszym niz czas zycia okregu o promieniu r.

7 obu twierdzen wynika, ze wszystkie ptaskie krzywe
zamkniete kurcza sie wskutek ewolucji krzywiznowe;j
do okragtych punktéw.

Gdy do rozwazan doda sie jeden wymiar, zycie stanie
sie ciekawsze. Rozpatrzmy gladka powierzchnie

So C R® — taka, jak np. powyginana sfera,

torus, czy precel — ktora rozpoczyna ewolucje
$redniokrzywiznowa. Predkos$¢ kazdego punktu

jest réwna iloczynowi sredniej krzywizny i wektora
normalnego (zwrot ustalamy tak, by kazda
powierzchnia, ktéra jest brzegiem zbioru wypuklego,
kurczyla si¢ do wewnatrz).

Przypomnijmy: aby mierzyé¢ zakrzywienie powierzchni S C R3

w ustalonym punkcie p € S, rozpatruje si¢ wszystkie przekroje S
plaszczyznami przechodzacymi przez p i prostopadtymi

do ptlaszczyzny stycznej w p do S. Kazdy przekrdj to pewna

krzywa plaska; krzywizna tej krzywej zalezy w sposéb ciagly

od kierunku cigcia. Istniejg zatem dwa przekroje, zawierajace krzywe
o najmniejszej i najwigkszej krzywiznie; owe krzywizny to krzywizny
gléwne powierzchni S w punkcie p, a ich $rednia arytmetyczna to

wlasnie krzywizna érednia. Wigcej na ten temat — w podregcznikach
geometrii rézniczkowej i w Delcie 10/1996.

Niektére wlasnosci ewolucji krzywiznowej

na plaszczyznie obowiazuja i w tym przypadku.
Wciaz mamy zakaz wyprzedzania, a kurczaca sie sfera
pozostaje sfera. G. Huisken udowodnil odpowiednik
twierdzenia 1: powierzchnie, ktére ograniczaja zbiory
wypukle, kurcza sie do okraglych punktéw. (Definicja
okraglego punktu w przestrzeni jest podobna do
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definicji okraglego punktu na plaszczyznie; chodzi
o to, ze ogladajac powierzchnie tuz przed zniknieciem
przez mikroskop, widzimy niemal idealng sfere.)

Natomiast twierdzenie 2 nie ma swojego odpowiednika.
Przez pewien czas znane byly eksperymenty
numeryczne, wskazujace, iz powierzchnia w ksztalcie
hantelka o odpowiednio masywnych cigezarkach

i dhugiej raczce wcale nie skurczy sie do okragtego
punktu: Scianki waskiej rureczki powpadaja na siebie,
zanim pokazne, kragte bable zdaza si¢ zmniejszy¢.
Niepewny eksperyment komputerowy nie zastapi
jednak dowodu. . .
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Rys. 4. Hantelek.

Scisty kontrprzyklad podal w 1989 r. wspomniany
juz Grayson. Gléwna idea wykorzystuje czesty

zabieg: wigkszo$¢ rownan mozna znacznie uproscié,
rozpatrujac rozwiazania obdarzone jakas symetria.

Grayson rozumowal przez zaprzeczenie. Przypu$émy,
ze hantelek I'g kurczy sie do okraglego punktu po
czasie t,. Umiesémy I'g wewnatrz nieskonczonej,
okresowej powierzchni obrotowej Sy, ztozonej

z duzych obtych babli ztaczonych waziutkimi
rurkami. Powierzchnia Sy bedzie ewoluowaé nie
krocej niz I'g; to wynika z zakazu wyprzedzania.
Znajac promien (a wiec czas zycia) sfery mieszczacej
sie w kazdym bablu, mozna oszacowac t, z dotu.

7 drugiej strony, stosunkowo proste réwnanie
ewolucji powierzchni obrotowej S; startujacej z Sp
pozwala oszacowaé tempo, w jakim zmniejsza sie
pole podtuznego przekroju osiowego kazdej z cienkich
rurek. Okazuje sie, ze po czasie t, owo pole musiatoby
sta¢ si¢ ujemne! Zatem hantelek nie kurczy sie

do okraglego punktu, o ile rurka jest dostatecznie
waska 1 dluga, a bable pokaZne.

Elastyczna btona oddzielajaca dwa obszary

o réznych cidnieniach, na przyktad banka

mydlana, jest powierzchnia o stalej $redniej
krzywiznie. Rozumowanie Graysona mozna
dostosowac do réwnania, opisujacego ruch blony
pod wplywem zmiennej réznicy cisnien, spowodowanej
np. dmuchaniem w banke mydlana. Kazdy wie, ze
w przestrzeni tréjwymiarowej mozna przez stomke
wydmuchiwaé banki (i trzeba dmuchaé¢ do$¢ mocno
i w miare regularnie — w przeciwnym razie banka
pryska albo zaczyna sie kurczyd).

A biedne Plaszczaki musza sie, niestety, zabawiaé
inaczej.



