Dzielenie tréjkata na trdojkaty podobne do niego

Andrzej ZAK

Przyjete oznaczenia:

Dzielony bedzie tréjkat ABC o katach

a, B, v, przy czym a< B <7y.

W powstalym w wyniku podziatu

grafie oznaczymy przez E zbior

krawedzi. Liczbe krawedzi wychodzacych

z wierzchotka v nazywamy stopniem

wierzchotka i oznaczamy deg v.

Ponadto:

Vi — zbiér wierzchotkéw na bokach
tréjkata, réznych od A, B, C;

V* — zbiér wierzchotkéw grafu lezgcych
wewnatrz trojkata i wewnatrz boku
pewnego tréjkata podziatu;

V6 — zbiér wierzchotkéw grafu lezgcych
wewnatrz pewnego odcinka,
niebedacego bokiem zadnego
tréjkata podziatu;

V3 — zbiér pozostalych wierzchotkéw
grafu.

Przyktlad:
Na ponizszym rysunku jest:
v1, v3 € Vp, v2 € VO, vg € V4, 05 € V2.

C

v3

A v1 B

Jak zazwyczaj, | X| oznacza liczbe
elementéw zbioru X.

Wzér Eulera dotyczacy grafu ptaskiego
orzeka, ze liczba obszaréw ograniczonych,
ktére wyznaczajg krawedzie grafu, plus
liczba jego wierzcholkéw jest réwna
liczbie krawedzi plus 1.

Rozwigzanie zadania M 1022.

Niech z1,...,zs bedg odpowiednio
dlugosciami bokéw kwadratéw
K1, ..., Kg oraz niech «, 3,7 beda

katami w tréjkacie ABC'. Korzystajac
z twierdzenia kosinuséw, otrzymamy
réwnosci
2 _ 2 2 -
Ty = x5 +x3 + 2xox3 COS @,
.Lf) = zf + L§ + 2x123 cos 3,
2 2 2
Ty = x] + x5 + 2x172 COS 7Y,
Lf = zﬁ —+ zi — 2x2x3 COS @,
2 2 2 )
x5 = x] + x5 — 2x173 Cos 3,

2 2 2
T3 = x] + x5 — 2172 COS Y.

Dodajac stronami powyzsze réwnosci,
otrzymamy teze¢

.Lj +z§ +zé B S(Lf + .Lj +z§)

Kazdy zapewne wie, ze

trojkqt mozna podzieli¢ na dwa trojkgty podobne do niego wtedy i tylko wtedy, gdy
jest on prostokqtny,

bo jest to inne sformulowanie twierdzenia Pitagorasa (wraz z twierdzeniem

do niego odwrotnym). Oczywiste jest wiec, ze trojkat prostokatny mozna
podzieli¢ na dowolng liczbe trojkatow do niego podobnych. Dlatego zajme sie
dzieleniem trojkatéw nieprostokatnych.

Moje zainteresowanie tym problemem wzieto si¢ z pytania: czy nieprostokgtny
trojkqgt mozna podzieli¢ na piec trojkgtow podobnych do niego? Przed dalsza
lektura proponuje Czytelnikom znalezienie takiego podziatu. Moje, zrazu
bezowocne, rozwazania doprowadzily do wniosku, ze tylko jeden tréjkat mozna
podzieli¢ w ten sposéb, a taki podzial tez jest tylko jeden. Bylo na ten temat
(jak sie pézniej dowiedzialem) zadanie przygotowawcze XXV Olimpiady
Matematycznej; o jedynosci nie bylo tam mowy. Tutaj dowodze tej jedynosci,
a takze rozwazam sprawe podziatu tréjkata nieprostokatnego na inna liczbe
czescl niz 5.

Najpierw dwa lematy kombinatoryczne dotyczace dowolnego podziatu,
niekoniecznie na trojkaty podobne.

Lemat 1. Dla podzialu trdjkgta na n trdjkgtéw zachodzi (patrz oznaczenia
na marginesie)

1
Bl =5 (30 +1) + [Vi| + [V*]).

Istotnie, obchodzac trojkat dokola, stwierdzamy, ze na brzegu jest 3 + |V3|
krawedzi. Niech k bedzie liczba odcinkéw, na ktérych lezg wierzcholki z V4,
dzielg one te odcinki na |V*4| + k krawedzi oraz wyznaczaja boki m; + 1
tréjkatéw po jednej i n; + 1 tréjkatow po drugiej stronie kazdego z nich
(1=1,2,..., k). Wobec tego krawedzie te sa bokami Zle(mi +1)(n;+1) =

= |V*| + 2k tréjkatéw. Natomiast kazda z nieuwzglednionych dotad krawedzi jest
bokiem dokladnie dwoch tréjkatéw. Mamy wiec

1
Bl =3+ Vel + [V + &+ 5 (30— B+ |W]) — (V] + 2k)) =

1
= 5B+ 1)+ [Vl + V7).

Lemat 2. Dia podzialu na n tréjkgtow zachodzi
1
(%) VA + VO] = 5(n = 1= V| = [V,
Korzystajac ze wzoru Eulera, mamy bowiem
Bl +1=n+ @+ Vol + [VZ[ + [V*] + VO],

co po podstawieniu wartosci |E| z lematu 1 daje teze.

Teraz zadamy juz, by tréjkat dzieli¢ na nieprostokatne tréjkaty podobne, choé
niekoniecznie podobne do niego. Oto nasuwajace si¢ uwagi.

Uwaga 1. Suma dowolnych dwoch kgtow utworzonych przez krawedzie grafu jest
rézna od 180°.

Istotnie — bedzie to przeciez suma dwéch (niekoniecznie réznych) katéw tréjkata
nieprostokatnego.

Uwaga 2. Zadnego tréjkgta nie mozna podzieli¢ na dwa podobne trojkaty
nieprostokgtne.

Przy podziale na dwa, przy jednym z bokéw tworza sie katy przylegle, co jest
sprzeczne z uwaga 1.

Z uwagi 1 wynika tez bezposrednio
Uwaga 3 (uzasadniajaca oznaczenia).
Jesliv € V3, todeg v > 3,

jesliv € V4 lubv € Vy, to deg v > 4,
jesliv € VO, to deg v > 6.
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Rys. 1

30°

Rozwigzanie zadania F 593.

Przy rzucie bez rozbiegu maksymalny
zasigg rzutu wynosi | ~ 'ug/g, gdazie vg
jest predkoscig nadawang kamieniowi
przez site¢ migéni sportowca. Przy rzucie
z rozbiegiem kamien uzyskuje jeszcze
dodatkowa predkosé pozioma v,

a skltadowa pionowa predkoéci w chwili
rzutu vg sin ¢ nie zmienia si¢. A zatem
nie zmienia si¢ tez czas lotu, ktéry

i 2vg . °
wynosi t & — sin ag, co dla ag = 45
g
)
daje t = \/5—[J Dodatkowo pokonana
g

odleglo$é wynosi wigc Al & tv ~ 4/ 2l/gv

(bo vy = \/E) Dla przyktadowych
danych v &~/ 10 m/s i I &~ 50 m dostajemy
Al ~ 30 m.

Rozwigzanie zadania F 594.
W czasie przemieszczenia t na dlugosé
samochodu ! jego $rodek ciezkodci
nabierze pionowej predkosci

v & gl/Vsamochodu
i predkosci katowej

w &~ v -2/l & 29/Viamochodu -

Zatem liczba obrotéw samochodu wynosi

N & tspadaniaw/(27) ~

~ \/29H/ (mVeamochodu) ~ 1,5

dla poziomej predkosci Viamochodu réwnej
30 m/s.

Czytelnikowi pozostawiam sprawdzenie, ze stuszna jest
Uwaga 4. Jesli w grafie nie ma wierzcholkdw wewnetrznych, to |Vy| = 0 lub
V| = 3.

Jako wskazéwke podam, ze méj dowdd polegal na wykazaniu, ze zaden

z wierzcholtkow ze zbioru V4, nie moze byé polaczony z dwoma wierzchotkami
z tegoz zbioru lezacymi na jednym z pozostalych bokéw trojkata —
przypuszczenie takie prowadzi do stwierdzenia, ze zbior Vj, jest nieskonczony.

I w ten sposéb doszlidémy do sprawy liczby podzialow.

Lemat 3. Jedynie trojkgt rownoboczny mozna podzieli¢ na trzy podobne trojkaty
1 jest to podzial jedyny, a trojkqty sq nawet przystajgce.

Dowdd. Jak to zrobié, wie kazdy (rysunek 1). Dowie$é nalezy tylko jedynosci.
Oczywiste jest, ze |V4| = |[V6| = 0. Wzér (*) przybiera wiec postaé
|V3 =1— 1|Vy|. Zatem |V;| = 2 albo |V;| = 0. Pierwszy przypadek prowadzi
do |[V3] = 0, co powoduje sprzeczno$é z uwaga 4. W drugim przypadku mamy
|[V3] = 1 — oznaczmy ten jedyny wierzcholek przez D. Musi on byé potaczony
ze wszystkimi wierzchotkami trojkata. Katy wokot wierzchotka D nie moga
by¢ wszystkie rézne, bo wtedy ich suma (suma katéw tréjkata !) jest réwna
180°, a przeciez ma to by¢ kat pelny. Gdyby tylko dwa z nich byly réwne
—np. 2y + f = 360° — to po odjeciu od tego stronami a + 3 + v = 180°
otrzymaliby$my v — a = 180°, a wiec v > 180° — sprzecznos¢. Stad wszystkie
katy przy wierzchotku D sa rowne 120°.
Rozpatrzymy dwa przypadki:
i) — katy powstale przy wierzchotku C' sa réwne. Wowczas tréjkaty ACD

i BCD sa przystajace, z czego wynika, ze |AD| = |BD|, skad wynika,

ze a = 3 = 30°, a to prowadzi do sytuacji z rysunku 1.
i1) — katy przy wierzchotku C' sa rézne, czyli w sumie daja o + 5 = 60°,

co prowadzi do tego samego wniosku.
Trojkat i podzial przedstawione na rysunku 1 sg zatem jedynymi mozliwymi
podziatami tréjkata na trzy nieprostokatne tréjkaty podobne.

Zapewne kazdy z Czytelnikow w tym miejscu powie, ze juz wie, jaki tréjkat
mozna podzieli¢ na cztery nieprostokatne tréjkaty podobne (rysunek 2 —
dzielony tréjkat jest prostokatny !), a jaki na pieé¢ nieprostokatnych tréjkatéw
podobnych (rysunek 3). W tym ostatnim przypadku otrzymujemy nawet

podzial na tréjkaty podobne do dzielonego. Zajmijmy sie wiec teraz tylko takimi
podziatami.

Lemat 4. KaZdy trojkgt mozna podzieli¢ na cztery podobne do niego trojkaty;
w przypadku trojkgta nieprostokgtnego podzial taki jest jeden.

Dowdd. Kazdy wie, jaki podzial jest dobry (rysunek 4); pozostaje wykazaé
jedynosé¢ dla tréjkata nieprostokatnego. Wzor (x) dopuszcza nastepujace cztery
przypadki: B

) VA =0, | =3, V3 =0,

@ V=0, [Vl =1, |V =1,

i) |V =1, |V =2, V3 =0,

w) V=1, |V =0 V=1 ¢

Nalezy wyeliminowaé ostatnie trzy mozliwosci.
W przypadku i) i 44) musialby istnie¢ odcinek
taczacy wierzcholek trojkata ABC z jego przeciwleglym bokiem, a wiec
powstalyby dwa tréjkaty. Jedyna mozliwoscig bytoby, aby jeden z nich

byt podzielony na trzy trojkaty. Z lematu 3 wynika, ze cata sytuacja
przedstawiataby sie jak na rysunku 2, a przeciez tam tréojkat dzielony nie jest
podobny do czedci podzialu (i jest prostokatny).

W przypadku iv) wierzchotek ze zbioru V3 musiatby by¢ potaczony

ze wszystkimi wierzchotkami dzielonego tréjkata, co daje podzial na trzy.
Jednak wobec uwagi 2 zaden z nich nie moze by¢ podzielony na dwa podobne
trojkaty. Tym samym sytuacja z przypadku i) jest dla tréjkata nieprostokatnego
jedyna.

Rys. 4
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Rys. 5

Zanim przejdziemy do dowodu kolejnego lematu, potrzebna jest

Uwaga 5. Przy podziale trojkgta nieprostokgtnego na podobne do niego trojkaty,
jesli jeden z bokow tréjkata ABC (np. AB) bylby réwniez bokiem takiego
trojkata podzialu, ktorego trzeci wierzcholek D lezalby wewngtrz trojketa ABC,
to w trojkgcie ABD kqt przy wierzcholku D nie bylby mniejszy od Zadnego

z pozostatych, a w tréjkgcie ABC' kqt przy wierzcholku C nie bylby wiekszy od
Zadnego z pozostalych (rys. 5).

Wynika stad, ze w takim podziale |V;| > 1.

Lemat 5. Istnieje tylko jeden trojkqt nieprostokgtny dajgcy sie podzieli¢ na pieé
trojkgtow podobnych do niego.

Dowéd. Poniewaz znamy juz taki tréjkat, wiec pozostaje jedynie wykazanie
jedynosci.

Najpierw przypusémy, ze w otrzymanym grafie istnieje odcinek laczacy
wierzcholek z przeciwleglym bokiem. Dzieli on wiec wyjsciowy tréjkat na dwa
tréjkaty. Zatem jeden z nich musi sie dzieli¢ na cztery podobne tréjkaty
nieprostokatne. Podzial opisany w lemacie 4 nie jest dobry, bo przy nim
istnialby wierzcholek na boku dzielonego tréjkata, z ktérego wychodzityby tylko
trzy krawedzie whrew uwadze 3. Zatem musi by¢ to sytuacja z rysunku 2, co
prowadzi do podziatu z rysunku 3.

Pozostaje do rozpatrzenia sytuacja, gdy odcinka taczacego wierzchotek

z przeciwleglym bokiem nie ma.

Zauwazmy, ze musi by¢ |[V6| = 0, natomiast [V*| nie moze przekroczy¢é 1

— w przeciwnym razie tréjkatow podziatu byloby co najmniej 6. Mamy zatem
dwa przypadki:

i) Vi =0,

i) V4] = 1.

Rozpatrze pierwszy z nich. Przypusémy, ze udalo sie taki podzial zrealizowaé.
Ze wzoru (x) wynika (wobec |V3| > 11 [V3| > 1), ze |[V3]| =11 [V] = 2.
Przy braku odcinka taczacego punkt ze zbioru V; z przeciwleglym wierzchotkiem
oba punkty z V} sa polaczone krawedzia. Dzieli to wyjsciowy trojkat na tréjkat
i czworokat. Zatem czworokat musi by¢ podzielony na cztery czesci (bo znéw
gdyby tréjkat byl podzielony na trzy czesci, to odcinek dzielacy czworokat
na dwa laczylby wierzcholek wyjsciowego tréjkata z przeciwleglym bokiem).
Zatem sytuacja musi wygladac¢ tak, jak na rysunku 6.
Na mocy uwagi 5 wiemy, ze przy wierzchotku C' trojkata ABC jest kat «
(przypominam: nie wiekszy od zadnego z pozostalych — patrz oznaczenia
na poczatku artykulu), a < BvsA = v, co wynika z uwagi 5. Przyjmijmy
ze wzgledu na symetrie, ze X CAB = 31 < CBA = ~. Poniewaz oba
sa podzielone na mniejsze, wiec musi by¢ 8 = 2« i v = 26 (gdyby bylo
v = a+ f, tréjkat bylby prostokatny, podobnie niemozliwe jest v = 2).

180°

Stad znamy wartosci tych katow, mianowicie v =20 =4a =4 . Wobec tego
wokoél wierzchotka vs musza wystepowac trzy katy v i jeden kat 3, bo tylko

tak mozna z czterech takich katéw uskladac kat pelny. Zatem < Bvsve = 7,

a wiec |uzva| = |Aws|, bo tréjkaty Busvs i BusA sa przystajace. Poniewaz

I Avvg # a i X Covg # «, wiec L vsvive = a. Boki lezace naprzeciwko katow a
(najmniejszych) sa najkrétszymi bokami w swoich tréjkatach — stad w tréjkacie
v1vv3 jest |ugve| < |vivs|, a w trdjkacie Avivs jest |vivs| < |Avs|. Lacznie mamy
wiec |vsva| < |Avs|, choé poprzednio stwierdzilidmy, ze sa to odcinki réwne.
Sprzecznosé — taki podzial okazal sie niemozliwy.

Wzér (x) dzieli sytuacje z przypadku i) na dwie: albo jest |V3| =1

i|Vy] =1, albo |[V3| =01i|Vs| = 3. Pierwsza z nich prowadzi do sprzecznosci

z uwaga b, druga do sprzecznosci z uwaga 3, juz bez rachunku bokéw i katow.
Ale sprawdzenie tego pozostawiam Czytelnikowi.

Na szczescie podzial trojkatow na wieksza liczbe podobnych do nich to juz
prosta sprawa.
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c Lemat 6. Kazdy trojkgt mozemy podzieli¢ na dowolng parzystq, wiekszq od 2,
liczbe podobnych do niego trojkqtow.

Oto konstrukeja dla n = 2k. Jeden z bokéw (np. AB) dzielimy na k réwnych
czedci, nastepnie rysujemy odcinki réwnolegte do bokéw dzielonego trojkata, jak

na rysunku 7 (gdzie k = 3). Z twierdzenia Talesa wynika, ze powstale tréjkaty sa
/\/\/\ podobne i realizuja wobec tego zadany podzial.

Lemat 7. Kazdy trojkgt mozna, dla n > 5, podzieli¢ na n podobnych do niego
Rys. 7 trojkatow.

Istotnie, z poprzedniego lematu wiadomo, ze mozna tréjkat podzieli¢ na dowolna
parzysta, wieksza od dwoch liczbe podobnych do niego trojkatow. Dzielac zatem
tréjkat na 4 czesci, a nastepnie jeden z tych czterech tréjkatow na 2k tréjkaty
podobne do niego, otrzymujemy podzial na 4 + 2k — 1 = 2k + 3 czesci dla
dowolnego k > 1.

Zreasumujmy zatem uzyskane rezultaty opisujace mozliwo$é¢ dzielenia tréjkatow
nieprostokatnych na podobne do nich tréjkaty:

— zadnego nie da sie podzieli¢ na 2 ani na 3,

— kazdy da sie podzielié¢ na 4,

— tylko jeden da sie podzieli¢ na 5,

— kazdy da sie podzieli¢ na dowolng liczbe czesci wieksza od pieciu.

Mozna zapytac jeszcze, czy istnieja specjalne podzialy na wigksza niz piecé
liczbe czeéci, np. podzialy, w ktérych [V4| = 0 (tzw. podzial symplicjalny
lub triangulacja). Przyklad tréjkata, ktéry mozna w ten sposéb podzielié
Rys. 8 na 6 czesci, prezentuje rysunek 8.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechs$wiata i Delty!
Rozwiaz w kwietniu majowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 593. Oszacowaé, na ile dalej sportowiec moze rzuci¢ kamieniem, jesli rzut
wykona z rozbiegu, a nie z miejsca.
Rozwiazanie na str. 5

F 594. Oszacowac liczbe obrotow wykonanych przez samochédd spadajacy
w kilometrowa przepa$é¢ na swojej pelnej predkosci.
Rozwiazanie na str. 5

Rys. 1

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

Py M 1021. Kazdy z okregéw o srodkach O, O, O3, 04 jest styczny zewnetrznie
K do czworokata wypuklego ABCD i przedtuzen dwoéch jego przeciwleglych bokdéw
(rysunek 1). Wykazaé, ze punkty O1, Oa, O3, Oy leza na jednym okregu.
Rozwiazanie na str. 16

M 1022. Startujac od dowolnego tréjkata ABC, zbudowano kwadraty
K K1, Ks, ..., Kg jak na rysunku 2. Wykazacé, ze suma pol kwadratow Ky, K5, K¢
jest trzy razy wigksza od sumy pél kwadratéw K, Ko, K.
Rozwiazanie na str. 4

Py K Ks

M 1023. Do konstrukeji z poprzedniego zadania dorysujmy jeszcze kwadraty
Ps Pg K7, Kg, K9 oparte na odcinkach Py Py, P3Py i P;Ps. Wykazaé, ze suma ich pol
jest 16 razy wieksza od sumy pél kwadratow K, Ko, K.
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 3
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