Powyzej rozpatrujemy zstepujacy
nieskonczony ciagg poélplaszczyzn, nizej
za$ rozpatrujemy zstepujacy nieskonczony
cigg kol otwartych.

Rozwigzanie zadania M 1019.
Niech g(z) = f(z) — f(x + a). Wowczas

nasze rownanie mozna zapisaé w postaci

g(z —a) +g(z) = [/ g9(x)].

Zatem g(x) >0 oraz [4/g(x)] — g(z)>0.
Ale dla t € R mamy

Wt —t20 < t=0lubt=1 <=
— [Vt]-t=0.
Zatem g(xz — a) = 0, wigc g = 0, skad

wynika, ze f jest funkcja okresowa
o okresie a.

Twierdzenie bez zalozen?
Krzysztof OLES

Sam tytul wydaje sie odrobine prowokujacy — brak zalozen jest juz przeciez
pewnym warunkiem na twierdzenie nalozonym. .. Lubimy jednak sytuacje,

w ktérych nie musimy zapamietywacé zbyt wielu faktow generujacych kolejne.
Zajmiemy si¢ wiec spostrzezeniem, w ktérym o rozwazanym zbiorze zatozymy
jedynie to, iz jest on m-elementowym podzbiorem plaszczyzny. Zaczniemy
jednak od przypomnienia pewnego twierdzenia, ktore w Delcie juz sie
pojawilo [3].

Twierdzenie 1 (Helly, 1913)

Jesli F jest skonczong, co nagmniej trajelementowq, rodzing podzbiorow
wypuklych plaszczyzny o tej wlasnosci, Ze kazda jej trojelementowa podrodzina
ma przekrdj niepusty, to (| F # 0.

Przypomnijmy, ze zbiér A C R? zwiemy wypuklym, jesli zachodzi nastepujacy
warunek

vaybeA VtE[O,l] ta + (1 - t)b S A,
ktory catkowicie pokrywa sie z nasza intuicja dotyczaca wypuklodei (czyzbysmy
sie nazbyt rozmarzyli?) — wystarczy spojrzeé¢ na powyzszy parametryczny zapis
odcinka domkniegtego.

Niestety, przekrdj nieskonczonych rodzin ztozonych z podzbioréw wypuklych
plaszczyzny (ktére maja wlasno$é ,podrodzinna”) moze by¢ zbiorem pustym,
co pokazuja przyktady obok.

Mamy tutaj do czynienia z pewnymi putapkami. Za kazdym razem wszystko
psuje ucieczka w nieskonczono$é (w niej dopiero widzimy — albo i nie —

pusto$é interesujacego nas przekroju). Przy czym: w rozwazaniu dotyczacym
polplaszczyzn dodatkowym defektem jest ich nieograniczono$é, w drugim
przypadku problemem staje sie otwarto$é kol (co to dokladnie oznacza — tego
na razie nie wiemy, ale zaraz uruchomimy definicje). Czy mozliwa jest malutka
poprawka? Mozliwa! Postuzymy sie pojeciem zwartosci, ktore w przypadku
plaszczyzny oznacza ni mniej, ni wiecej jak tylko (7): a ograniczonosé,

b domknietos¢é. Cudownie! Literka a nie dziwi: po prostu zbiér jest ograniczony,
jesli mozna go wpisa¢ w pewne kolo. A co z literka b? Co6z: zbiér jest domkniety,
jesli jego dopelnienie jest otwarte (pani Ewa Szumanska powiedzialaby w tej
chwili: , juz po wszystkiem”)...

Przypatrzmy sie wiec blizej otwartosci (co na to UE?).

Zbiér nazywamy otwartym, jesli dla kazdego jego punktu istnieje koto, ktérego
jest on $rodkiem, zawarte w interesujacym nas podzbiorze plaszczyzny. Dla
rozwiania jakichkolwiek watpliwosci: kolem o §rodku w punkcie = = (z0, yo)

i promieniu 7 > 0 nazywamy zbior

B(z,r) := {(w,z) eR?:\/(w—20)2+ (2 — 40)? < T} .
W tym miejscu warto zauwazy¢, ze zbior, ktéry nie jest otwarty, nie musi

by¢ domkniety — moze wymyslimy przykladzik? W ostatecznosci spojrzmy
na strone 16.

Czas na poprawione twierdzenie Helly’ego.

Twierdzenie 2
Jesli F jest co najmniej tréjelementowq rodzing zwartych i wypuklych podzbiorow
plaszcezyzny o tej wlasnosci, zZe kazda jej tréjelementowa podrodzina ma przekrdj

niepusty, to (| F # (.

Mozna by¢ zaskoczonym — powyzsze twierdzenie wynika bezposrednio
7z twierdzenia 1 [2], okazuje sie bowiem, ze zwarto$é ma wiele wspdlnego
ze skonczonoscig [1]. PrzejdZzmy do obiecanego twierdzenia.
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Rozwigzanie zadania M 1020.
Niech g(x) = f(z + £) — f(a).

Z réwnosci podanej w zadaniu mamy
g(z + %) = g(z), skad g(z + 1) = g(x).
Mamy

5
f(w+1)—f(w):Zg(z+é).

i=0
Prawa strone tej réwnosci oznaczmy
przez h(x). Oczywiscie h(xz + 1) = h(x),
skad f(z +n) — f(z) =n - h(z) dla
dowolnego n € N. Ale f jest funkcja
ograniczong, wigc h = 01 f jest funkcja
okresowg o okresie 1.

M

Idea doboru pélptaszczyzny domknietej F'

w dowodzie twierdzenia.

Twierdzenie 3 (o punkcie podzialu)

Jesli A C R? jest dowolnym zbiorem m-elementowym, to istnieje punkt p € R?
o tej wlasnosci, zZe kazda domknieta polplaszczyzna wyznaczona przez prostg
przechodzqcq przez p zawiera co najmniej 5 punktow zbioru A.

Uff. .. Brak zalozen okupiliSmy dosy¢ nuzaca teza, ale rysowanie pozwoli nam

przyswoié ja sobie, a poza tym wykaze jej dziwacznosé — jak bowiem znalezé taki
punkt, gdy zbiér A ma, dajmy na to, 136 - 107 punktéw?

Dowédd: Niech B bedzie takim kotem, ze A C B, ponadto oznaczmy
Vocr?  |Cla = liczba elementéw zbioru C'N A.
Rozwazajac rodzine F, zlozona z domknietych polplaszczyzn F' o wlasnosci
|F|a > %m, wykazemy, ze kazde trzy elementy rodziny G :={FNB:F € F}
maja punkt wspélny (nalezacy do zbioru A).
Ustalmy zatem Fy N B, Fs N B, Fs N B € G. Wystarczy wykazaé, ze
ElaEA a € FyNF,NF;, |F1ﬂF2ﬂF3|A7éO.

Poniewaz dla dowolnego F' € F mamy |F|4 > %m, to

czyli

1
VFeJ—' |R2 \F|A < gm
Przypu$émy, ze |Fy N Fy N F3]4 = 0.
Otrzymujemy wtedy |R? \ (Fy N Fy N F3) |4 = m oraz
m= R\ (FINFBNE;)[a=|(R\F)U(R\ F)U(R2\ F)|a <

S|R2\ Fifa+ [R2\ Fola + [R2\ F3|la < dm+ 3m+ gm =m.
Otrzymana sprzecznosé¢ daje
|F1 ﬂFgﬂF3|A #0

Elementy rodziny G sa zbiorami wypuklymi (zaréwno pélplaszezyzna
dombknieta, jak i koto sa zbiorami wypuklymi, a przekrdj zbioréw wypuklych
jest — oczywiscie — zbiorem wypuklym) i zwartymi (jako zbiory ograniczone
i domknigte) na plaszczyznie, zatem z twierdzenia 2 otrzymujemy

3er> pE()G-

Ustalmy teraz dowolna pélplaszczyzne domkni@t@Nﬁ wyznaczong przez prosta [
przechodzaca przez punkt p. Mamy wykazaé, ze |F|a > 7.

7 pewna nie$mialoécia — przypusémy, ze |F|4 < 7.
Otrzymujemy wtedy: [R* \ F|4 > 2m, niech zatem

{wy,...,w;} = (lR2 \ﬁ‘) NA,

gdzie k €N, k > %m. Niech ponadto w € {ws,...,wx} bedzie jednym z punktéw
o wilasnosci

d(w,l) = min{d (w1,1),...,d (wg,1)},

przy czym d(x,l) oznacza odleglto$é punktu z od prostej I. Z otwartosci
zbioru R? \ F' otrzymujemy istnienie takiego r > 0, ze B (w,r) C R* \ F. Jedna
ze stycznych do B (w,r) réwnoleglych do | wyznacza taka pélplaszcezyzne

domkniety F', ze: FNB € Gorazp & F'NB.
Dzigki upragnionej sprzecznosci dostajemy |ﬁ| A = %, co koniczy dowdd.

Najwieksza trudnos¢ w zastosowaniu twierdzenia Helly’ego polega
na wymysleniu rodziny, do ktérej nalezy je zastosowaé — tak bylo w przypadku
transwersali [3], tak jest i tutaj.
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