Pytanie za milion dolaréw: jak plynie woda?

Witold SADOWSKI

W roku 2000 Clay Mathematics Institute

z Massachusetts ogtosil liste siedmiu

probleméw matematycznych, za ktérych
rozwiagzanie oferowana jest nagroda po

milionie dolaréw za kazdy problem,

o czym pisaliémy juz w Delcie 7/2000.

Trzem z tych probleméw poswiecone byly
weekendowe wykltady VI Festiwalu Nauki

na Wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki UW we wrze$niu 2002 r.

Niniejszy artykul jest szkicem odczytu
o réwnaniu Naviera—Stokesa. O dwéch
pozostalych problemach, tj. o hipotezie

Poincaré i hipotezie Riemanna bedzie

mozna natomiast przeczytaé¢ w Delcie

jeszcze w tym roku.
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Ch. Doering i J.D. Gibbon: ,Wcale nie jest jasne, czy jeden z podstawowych
modeli mechaniki klasycznej o wielkim zastosowaniu w inzZynierii nie jest
sprzeczny. Ten podejrzany model to rownanie Naviera—Stokesa opisujgce
dynamike niescisliwego plynu”.

(Applied Analysis of the Navier—Stokes Equations)

R.P. Feynman: ,Prébowano juz zatamowad wode za pomocq praw i réwnan (...);
woda przerwala tame i wymknela sie naszym probom zrozumienia jej przeplywu”
(Feynmana wyklady z fizyki)

Zanim zajmiemy sie problemem zasadniczym, tj. istnieniem rozwiagzan réwnania
opisujacego przeplyw wody, rozwazmy pewna nieskomplikowana sytuacje.
Wyobrazmy sobie mianowicie, ze w kazdym punkcie plaszczyzny zaczepiliSmy
wektor jednostkowy o kierunku wyznaczonym przez wspélrzedne [1, f (¢, z)],
gdzie f to pewna funkcja, t pierwsza wspdlrzedna, ktéra zwaé bedziemy czasem,
a x — to druga wspolrzedna. Spdjrzmy, jak mogloby to wygladaé¢ dla czterech
réznych funkcji f.
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Rys. 4. f(t,z) = /x|

Rys. 3. f(t,z) = z°

Zaznaczone kolorem krzywe najlepiej, jak to mozliwe, przylegaja
do narysowanych wektoréw (wektory sa do nich styczne). Méwimy, ze krzywe
te sa rozwigzaniami rownania rézniczkowego zwyczajnego:

(*) ]

Rozwiazania te sa jednoznaczne, jesli przez kazdy punkt plaszczyzny przechodzi
nie wiecej niz jedna krzywa.

Jak widzimy, na pierwszym rysunku nie da si¢ poprowadzi¢ zadnej krzywej
przez o$ x-6w: jedyna kandydatka ma réwnanie z = |t| + ¢, gdzie ¢ to pewna
stata, ale krzywa ta ma kant na osi x i zaden wektor nie przylega do niej

w tym punkcie odpowiednio $cisle. Krzywe z rysunku 2 mozemy przedluzaé
nieograniczenie w strone dowolnie duzych czaséw ¢ (kazda krzywa ma réwnanie
x(t) = c- et gdzie ¢ to pewna stala). Widaé tez, ze przez kazdy punkt przechodzi
doktadnie jedna krzywa. Na rysunku 3 narysowana krzywa to hiperbola. Ma ona
asymptote pionowa, co oznacza, ze w skonczonym czasie wartos¢ rozwiazania
x(t) osiaga warto$é nieskoniczona i nie da sie owego rozwiazania przedluzaé
nieograniczenie w strone coraz wiekszych czaséw t. Wreszcie na rysunku 4

na brak rozwigzan nie mozna narzeka¢, daja sie one przedluza¢ nieograniczenie
w czasie, ale przez kazdy punkt na osi t przechodzi wiele krzywych stanowiacych
rozwigzanie. Nie jest ono zatem jednoznaczne.

Od czego zalezy, czy dane rownanie rozniczkowe ma jednoznaczne rozwiazania
okreslone dla dowolnych czaséw? Spdjrzmy na wykresy funkcji f (margines).

Na rysunku 5 widzimy, ze funkcja f = sgn t jest nieciagta w punkcie ¢ = 0.

Jest to doktadnie ten punkt, wokét ktérego nie dalo sie stworzyé rozwigzania.

Na rysunku 6 funkcja f(x) = x jest ciagla i tempo jej wzrostu jest zawsze

takie samo. Funkcja f(z) = 22 (rys. 7) jest ciagla, ale tempo jej wzrostu jest
coraz wieksze i nie da sie go globalnie (tzn. dla wszystkich x) ograniczy¢.
Wreszcie funkcja f(z) = \/m jest ciagla, ale tempo jej zmian jest nieograniczone
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Rys. 8

Jezeli w sytuacji przedstawionej

na ponizszym rysunku ciagniemy ptaska
plytke o powierzchni A z predkoscia v,

to sila, jakiej musimy uzy¢, jest
proporcjonalna do wyrazenia 4X.
‘Wspdbtczynnik proporcjonalnosci
nazywamy lepkoscia cieczy i oznaczamy v.
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ciato state

Liczba Reynoldsa to liczba
Re = —V D p,
v
gdzie V to $rednia predkosé przepltywu,
p — gestosé cieczy, a D — typowy rozmiar
(np. $rednica oplywanego walca).

Dla odwaznych
Réwnanie Naviera—Stokesa (a Scilej:
uktad réwnan N-S dla ptynu
niescisliwego) ma postaé

dui

1 dp
I EA"M + (u- V)u; + T fi,
przy warunku
B’LL1 auz au;} _
611 612 6_13 -

gdzie i = 1,2,3, u = (u1, us,us) to
predko$é, p — to cis$nienie, f = (f1, f2, f3)
— sily zewngtrzne, Re — liczba Reynoldsa
oraz
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Nie jest natomiast rozstrzygnigte, czy

w ptlaskim przypadku stacjonarnym, tzn.
takim, w ktérym predko$é w kazdym
punkcie nie zmienia si¢ w czasie,
rozwigzania sa jednoznaczne dla
dowolnych sil zewnetrznych i dowolnych
lepkosci; wiadomo tylko, ze jest tak

dla sil zewnetrznych niezbyt duzych

w poréwnaniu z lepkoscia.

przy zblizaniu si¢ do zera. Jest to wladnie to miejsce, w ktorym rozwiazania
rownania rézniczkowego stawaly sie niejednoznaczne. Okazuje sie, ze nasze

luZzne obserwacje maja uzasadnienie w podstawowym twierdzeniu teorii

rownan rézniczkowych zwyczajnych. Mowi ono, ze rozwigzanie réwnania
rézniczkowego () istnieje, gdy funkcja f jest ciagla. Jednoznaczno$é rozwiazania
gwarantuje warunek nalozony na tempo wzrostu funkcji f. Ma by¢ ono

nie wigksze niz tempo wzrostu pewnej funkcji liniowej. Dokladniej, ma zachodzié
tzw. warunek Lipschitza:

(%) [f(t,z) = f(t,y)] < Llz —yl,

gdzie L to pewna stala zwana stala Lipschitza. Jesli warunek taki jest spelniony
dla wszystkich ¢, z 1 y z pewnego otoczenia pewnego punktu (to, zo), to
rozwiazanie przechodzace przez punkt (o, zo) jest jednoznaczne przynajmniej
przez pewien — by¢ moze niedtugi — czas. Jesli warunek (xx) jest spelniony

7z ta sama stala L dla dowolnych x, y, t, to rozwiazania sa globalne (mozna je
przedtuzaé¢ dowolnie daleko) i jednoznaczne. Teoria réwnania () jest wiec prosta
i ogélna.

Okazuje sie jednak, ze w przypadku réwnan, w ktérych poszukiwana funkcja g
zalezy od kilku zmiennych i w ktérych wystepuja funkcje okreslajace tempo
zmiany funkcji ¢ w réznych kierunkach (tzw. pochodne czastkowe), a takze
tempo zmiany tempa zmiany tych funkeji itd. (czyli tzw. pochodne czastkowe
wyzszych rzedéw), sytuacja dramatycznie sie komplikuje. Tak, ze teoria tych
réwnan (zwanych réwnaniami czastkowymi) w zadnym razie nie jest tak ogélna
i elegancka jak teoria réwnan zwyczajnych i rozbija sie na dziesiatki teorii
poszczegdlnych niemal réwnan. Jednym z najwazniejszych — ze wzgledu na wage
zastosowan — jest wlasnie rownanie Naviera—Stokesa opisujace przeptyw wody.
Jest ono po prostu zapisem II prawa dynamiki Newtona z wyszczegdlnieniem
sit zewnetrznych (takich jak np. grawitacja), ci$nienia oraz sil zwiazanych

z lepkoscig cieczy. W réwnaniu Naviera—Stokesa pojawia si¢ jeden parametr,
ktéry silnie rzutuje — jak podpowiada doswiadczenie — na rozwiazania réwnania.
Parametrem tym jest tzw. liczba Reynoldsa. Dla malych wartosci tej stalej
przeptyw plynu jest laminarny. Woda natrafiajaca przykladowo na przeszkode
w postaci walca bedzie go oplywaé¢ w bardzo regularny sposéb. Zwickszajac
liczbe Reynoldsa (tzn. zwigkszajac np. predkosé przeptywu), spowodujemy, ze
przeplyw stanie si¢ mniej regularny: za walcem utworza si¢ dwa pola wirdw.
Przy jeszcze wiekszej liczbie Reynoldsa wiry zaczna sie odrywaé, az w koncu za
walcem pojawi sie cala turbulentna smuga.

Juz z tego pobieznego opisu widaé, ze réwnanie Naviera—Stokesa kry¢

w sobie moze wiele niespodzianek i dopuszczaé bardzo skomplikowane
rozwigzania. | rzeczywiscie sytuacja nie jest prosta, gdyz nie znamy odpowiedzi
na nastepujace, podstawowe pytanie:

Czy jesli w pewnej chwili predko$é cieczy okreslona jest w kazdym punkcie
jakiego$ trojwymiarowego obszaru £ pewnqg gladkq (mozna to rozumied potocznie:
ciggla, bez kantéw, ostrzy, itd.) funkcjg u(xy,xe,x3), to czy w dowolnej chwili

w przyszlosci bedzie ona okreslona réwnie reqularng i jednoznacznie wyznaczong
funkcjq, o ile ewolucja predkosci bedzie dana réwnaniem Naviera—Stokesa

z gladkimi silami zewnetrznymi?

Innymi stowy, czy réwnanie Naviera—Stokesa daje si¢ rownie dobrze rozwiazac
jak réwnanie rézniczkowe zwyczajne, w ktéorym prawa strona spelnia warunek
Lipschitza? Albo jeszcze inaczej: czy réwnanie Naviera—Stokesa nie ,,produkuje”
w skonczonym czasie anomalii?

W tej chwili nikt nie zna odpowiedzi na to pytanie. Wiadomo co prawda,

ze gdy obszar  jest dwuwymiarowy, to wszystko jest w porzadku: istnieja
jednoznaczne regularne rozwiazania. W przypadku tréojwymiarowym wiadomo,
ze istnieja regularne rozwiazania okreslone na pewnym poczatkowym przedziale
czasu, ale nie wiadomo, czy da sie je przedluzyé nieograniczenie w czasie (tzn.,
czy nie natrafimy na ten sam klopot, co na rysunku 3). Wiadomo tez, ze istnieja
rozwigzania mniej regularne, ale za to okreslone dla dowolnych czaséw.
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‘W najprostszym przypadku

— gdy rozpatrujemy przeplyw
jednowymiarowy (!) — skladnik nieliniowy
ma postaé u - %. Gdyby rozwigzanie
byto postaci np. u = sin nz, to sktadnik
nieliniowy dalby:

n
SINNx - N COSNT = E sin 2nx.

Wprowadzitby zatem do réwnania drgania
na mniejszej skali, a wraz z nimi znaczny
wzrost pochodnej przestrzennej (czyli
tempa wzrostu predkosci na matych
kawalkach), co dla n = 2 i n = 3 obrazuja
rysunki.

—_

NS
= e = AVAY,

sin 2z (sin2z)' = 2cos 2z

Y
IV VvV V _1{\/\/\/

sin3z (sin3z)’ = 3cos 3z

—_

I
—

Klopot z nimi jest taki, ze nie wiemy, czy sa one jednoznaczne (tzn., czy nie
natrafimy na sytuacje z rysunku 4). Skad biora sie te problemy? Otéz z grubsza
biorac analogiczna role do statej Lipschitza pelni w réwnaniu Naviera—Stokesa
maksymalna wartos¢ tempa, w jakim rosnie predko$¢ na malych odcinkach

w obszarze ). Gdyby$my potrafili to maksymalne tempo wzrostu predkosci
oszacowaé dla wszystkich mozliwych czasow przez te sama stala, juz mogliby$my
planowaé, na co wydamy milion dolaréw z Clay Mathematics Institute. Ale nie
potrafimy. Moze brakuje nam metod, moze inteligencji, by te metody wymyslic.
A moze po prostu zrobi¢ sie tego nie da. Moze rownanie Naviera—Stokesa
produkuje rozmaite anomalie, moze tempo wzrostu predkosci na malenkich
odcinkach bywa nieograniczone? Sa pewne intuicje, ktére wlasnie takie
rozwigzanie podpowiadaja. Fizycy wskazuja w tym miejscu na mechanizm,

jaki pojawia si¢ w sytuacji tréjwymiarowej, a nie ma miejsca w przeplywie
plaskim. Ot6z jesli wyobrazimy sobie maly ,walec wodny”, ktéry rozciaga

sie wraz z przeplywem (tzn. z ,grubego robi sie chudy”) i ktérego punkty
(,czasteczki”) obracaja sie tak, ze o ich obrotu jest réwnolegta do kierunku
przeplywu, to dostrzezemy, ze aby moment pedu zostal zachowany, czastki
musza zwiekszy¢ predkosé wirowania. W ten sposéb lokalnie predko$é wirow
moze silnie wzrastaé¢. Patrzac od strony czysto matematycznej dostrzegamy,

ze cale zlo bierze sie z pewnego skladnika nieliniowego w rownaniu, ktory
spompuje energie” do malych skal dlugosci (patrz margines).

Tak czy inaczej, sytuacja jest nerwowa. Jesli réwnanie Naviera—Stokesa nie

ma jednoznacznych i regularnych rozwiazan dla dowolnych czaséw, to przeczy
zasadzie determinizmu, a ponadto — jesli przenosi fluktuacje do dowolnie malych
skal — jest w pewnym sensie sprzeczne, gdyz wyprowadzone zostalo w oparciu

o separacje skal dhugosci.

Na szczescie woda nic sobie z tych problemow nie robi i ptynie dalej.

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechs$wiata i Delty!

Rozwiaz w marcu kwietniowe zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Préoszynski i S-ka.

Wiecej informacji: http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Rys. 1

Rys. 2

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ
M 1018. Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja f: (—1,00) — R taka, ze

L+ (@) = f(ac;xl)

dla dowolnego = > —1, z € R.
Rozwiazanie na str. 12

M 1019. Dla pewnego a > 0, a € R i dowolnego = € R funkcja f : R — R spelnia
réwnanie f(z —a) — f(z + a) = [\/f(x) — f(z + a)], gdzie [z] oznacza cze$é catkowita
liczby x. Wykazaé, ze f jest funkcjg okresowa.

Rozwigzanie na str. 6

M 1020. Niech f: R — R bedzie funkcja taka, ze dla dowolnego = € R mamy |f(z)| <1

1 1 1
oraz f(x)+ f(x + 4—3) = f(x + g) + f(x + ?) Wykazaé, ze f jest funkcjg okresowa.
Rozwigzanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 591. Na powierzchni cieczy znajdujacej sie w wysokim naczyniu (rys. 1) ptywa
ptaskowypukta soczewka o ogniskowej F'. Znalez¢ wysokosé poziomu cieczy

w naczyniu h, jesli obraz punktowego zrédla swiatta S, potozonego w odlegtosci L

od soczewki, znajduje si¢ na dnie naczynia. Wspotczynnik zalamania cieczy wynosi n.
Przyjaé, ze odleglosé L jest bardzo duza.

Rozwiazanie na str. 16

F 592. Dwie soczewki skupiajace o takich samych ogniskowych réwnych F' znajduja
sie w odlegtosdci F' od siebie (rys. 2). Osie optyczne obu soczewek sg réwnolegte

i odlegte o h. Znalez¢ odlegtos¢ miedzy Zréodlem swiatta S polozonym w odlegtosci 2F
od pierwszej soczewki na jej osi optycznej oraz jego obrazem S’.

Rozwiazanie na str. 13
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