Skrét pracy nagrodzonej ztotym medalem
na XXIV Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki.

Polskie Towarzystwo Fizyczne, wraz
z Polskim Towarzystwem Chemicznym,
oglaszaja konkurs pod nazwg

Komputerowo Wspomagany
Eksperyment Szkolny

w przedmiotach
przyrodniczych.

W konkursie moga uczestniczyé uczniowie
szkoty Sredniej oraz w osobnej kategorii
nauczyciele, studenci i pracownicy

szkoly wyzszej. Przedmiotem konkursu

sg do$wiadczenia, w ktérych komputer
bedzie zastosowany jako przyrzad
pomiarowy oraz maszyna matematyczna
do przetwarzania wynikéw tego
doswiadczenia.

Zgloszenia przyjmowane sa do
1 maja 2003, a termin przesytania
omoéwien uptywa 31 maja 2003.

Informacje szczegétowe dostepne sa
pod adresem ifnt.fizyka.amu.edu.pl/
dydaktyka/konkurs2.htm
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Osobliwosci i fraktalna niezupelnos$é
czasoprzestrzeni klasycznych

Wiestaw ZAJICZEK

Na gruncie kosmologii powstalo wiele matematycznych modeli, ktére pretenduja
do opisywania struktury i ewolucji Wszechéwiata. Znaczna czeé¢ tych modeli
wywodzi sie z ogdlnej teorii wzglednosci Einsteina. Chociaz wciaz nie znamy
jednoznacznej odpowiedzi na pytanie o iloSciowy opis przesztej i przysziej
ewolucji tegoz Wszech$wiata, to jednak prawdziwie trudnym problemem jest
zrozumienie natury tzw. osobliwosci, w ktorych zalamuja sie dotychczas znane
prawa fizyki. By¢ moze rozwiazanie przyniosa préby zespolenia dwoch teorii

o catkowicie odmiennej strukturze matematycznej, a mianowicie wspomnianej
wyzej ogolnej teorii wzglednosci z mechanika kwantowa. Towarzyszy¢ temu
moze wypracowanie catkiem odmiennej geometrii, od tej, z ktéra spotykamy sie
na co dzien.

Chcac wyjasnié¢ zagadnienie osobliwosci, zacznijmy od pojecia czasoprzestrzeni.
Moéwiac prosto, stanowi ona obiekt geometryczny powstaly na drodze polaczenia
przestrzeni trojwymiarowe]j (ktorej szezegdlnym przypadkiem moze by¢ plaska
przestrzen euklidesowa) oraz jednowymiarowego czasu. Czesto okresla sie

ja rowniez jako continuum czasoprzestrzenne. Obiekt ten wyposazony jest

w tzw. strukture metryczna odpowiedzialng m.in. za mozliwos¢ dokonywania
pomiaréw odleglosci. Przy czym do wyrazenia na odleglo$é miedzy dwoma
ustalonymi punktami wchodzi réwniez przyrost czasu pomiedzy nimi,

ktéry mierzony jest np. w metrach, analogicznie jak w pomiarach dlugosci
znanych z zycia codziennego. Dokonana w ten sposéb geometryzacja pozwala
na przedstawianie ewolucji danego uktadu fizycznego w postaci krzywej
skierowanej w przysztosé. Kazdemu punktowi takiej krzywej mozna przypisaé
czas wlasny oraz wartosci trzech wspélrzednych przestrzennych. Ze wzgledu

na skonczonos¢ maksymalnej wartosci predkosci rozchodzenia sie sygnalow
fizycznych w czasie, kazdemu punktowi czasoprzestrzeni odpowiada stozek
Swietlny i czasowy, wewnatrz ktérego mozliwa jest dalsza ewolucja, zas

jego opuszczenie mozliwe byloby tylko przy predkosciach nadswietlnych.

W ogdélnosci pole grawitacyjne powoduje, iz czasoprzestrzen, ktora dostajemy
po rozwiazaniu stynnych réwnan Einsteina dla danego pola grawitacyjnego,

jest zakrzywiona — wtedy tez stozki Swietlne w rozmaity sposéb pochylaja sie
wzgledem siebie. W szczegdlnosci rozwiazanie tych réwnan prowadzi do pewnych
patologicznych sytuacji, ktére nazywamy witadnie osobliwoéciami. Moze to

by¢ np. urywanie si¢ pewnych krzywych oznaczajace, iz po pewnym czasie
informacje o uktadach reprezentowanych przez te krzywe sa bezpowrotnie
tracone. Ponadto np. w osobliwo$ciach typu czarnych dziur krzywizna jest tak
silna, ze dane stozki $wietlne pochylaja sie na tyle, by zaden sygnal fizyczny nie
mogl sie wydosta¢ do wnetrza czasoprzestrzeni.

Interesujace sa pewne wlasnosci dotyczace struktur przyczynowych
czasoprzestrzeni, ktére maja zwiazek z wystepowaniem osobliwoéci. Okreslenie
tychze struktur moze opieraé sie przyktadowo na porzadkowaniu danego
zbioru stozkow swietlnych, zaleznie od tego, ktory z nich jest wczesniejszy.
Zajmujac sie tym zagadnieniem, zauwazylem, iz ciekawe rezultaty daje
rozwazenie konfiguracji stozkéw wykazujacych wiele cech samopodobienstwa.
W tym celu wpierw na plaszczyznie euklidesowej skonstruowalem na drodze
rekurencyjnych odwzorowan odcinkéow — samopodobne figury zwane fraktalami.
Odwzorowania, ktére wykorzystalem, byly zlozeniami obrotéow i skalowania
tychze odcinkéw. Nastepny krok polegal na utozsamieniu niektérych koncow
odcinkéw z punktami poczatkowymi krzywych w czasoprzestrzeni. Inne zas
konce utozsamitem z punktami nie nalezacymi do samej czasoprzestrzeni, lecz
do jej brzegu. W klasycznej teorii osobliwosci kosmologicznej, jedna z préb
badania wlasnosci tychze patologicznych ,jobiektow” bylo dolaczenie ich

do czasoprzestrzeni na brzegu w postaci tzw. punktéw idealnych (np. punktéow
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w nieskoniczonosci). W mojej strukturze réwniez przyjatem, iz te konce
krzywych, ktore naleza do brzegu czasoprzestrzeni — stanowia osobliwosci.
Podejscie takie umozliwilo mi znalezienie analogii pomiedzy niespelnieniem
tzw. hipotezy kosmicznego cenzora a patologiami w strukturze przyczynowej
(stozkéw $wietlnych). W najprostszej wersji hipoteza ta glosi, ze nie jest
mozliwe zaobserwowanie punktéw osobliwych z wnetrza czasoprzestrzeni.

W przypadku np. czarnych dziur osobliwo$ci okryte sa horyzontem zdarzen,
tak iz nie jest mozliwe $ledzenie dalszej ewolucji uktadu fizycznego, jesli
odpowiadajaca mu krzywa przedostala sie przez tenze horyzont. Wracajac

do mojego pomyshu, prowadzi on do wniosku, ze ewentualne niespetnienie tejze
hipotezy ujawnia sie w braku mozliwosci pewnych rekurencyjnych uporzadkowan
stozkow swietlnych. To z kolei jest analogiczne do ogdlnie przyjetego
stwierdzenia, ze czasoprzestrzen nie zawiera osobliwosci (spelniajacych

i niespelniajacych hipoteze kosmicznego cenzora), jezeli kazda krzywa mozna
dowolnie przedluza¢ zaréwno w przesztosé, jak i w przyszloéé. Inna analogia,
ktéra zauwazytem, rozwazajac te struktury fraktalne, byt zwiazek pomiedzy
przejéciem od pojecia przestrzeni (tzw. rozmaitosci) plaskiej do zakrzywionej

— a przejéciem od czasoprzestrzeni modelowanej przez tzw. geometrie
przemienna do nieprzemiennej. Na co dzien z wlasnoscia przemiennosci
spotykamy sie np. przy dodawaniu czy mnozeniu liczb rzeczywistych, natomiast
nieprzemienne jest np. mnozenie macierzy. W przypadku czasoprzestrzeni
niezerowa krzywizna prowadzi do tego, ze operacja rézniczkowania wykazuje
swego rodzaju nieprzemiennosé. Natomiast, jak sie okazuje, wykonywanie
niektorych iteracji stozkéw $wietlnych w nieskonczonosé prowadzitoby np.

do wystepowania krzywych, ktore bylyby skierowane w przeszto$c, lub tez

na przemian w przeszto$¢ i w przysztosé, co z fizycznego punktu widzenia
wydaje sie by¢ nierealistyczne. Takie patologie mogly by sie ujawni¢ dopiero

w bardzo malych skalach (np. rzedu rozmiaréw planckowskich) po odpowiednim
doborze przeskalowania zmniejszajacego odcinki w mojej strukturze. Sugeruje
to, hipoteze, iz w matych skalach przestaje obowiazywac¢ znana geometria
przestrzeni jako zbioru punktéow w zwyklym znaczeniu. Od dawna bowiem
przypuszcza sie, ze w poblizu osobliwo$ci zaczynaja obowiazywaé efekty
kwantowej grawitacji, ktérej pelna teoria jeszcze nie istnieje. W stadium
rozwojowym sa jednak pewne modele oparte na geometrii nieprzemiennej,

w ktérych probuje sie polaczy¢ ogdlng teorie wzglednosci z mechanika kwantowa.
W modelach tych jednak nieprzemiennos¢ prowadzi do nieistnienia tychze
punktéw, a zatem takze i czasu w ujeciu klasycznym. Dynamika uktadéw
modelowana jest przy uzyciu zmieniajacych sie stanéw. Techniki fraktalne

w pewien sposob wskazuja na koniecznosé wyboru innej geometrii do opisu
osobliwosci — cho¢ sformulowane zostaly na gruncie pojeé teorii klasyczne;j.
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Rozwigzanie zadania F 592.

Rozpatrzmy dwa promienie wychodzace ze zrédla §wiatta. Niech pierwszy biegnie wzdluz osi
optycznej pierwszej soczewki. Zatem na niej nie bedzie zalamany. Druga soczewka zalamie go tak,
ze przetnie jej o$ optyczng w jej ognisku. Niech drugi promien przechodzi przez punkt przeciecia

plaszczyzny pierwszej soczewki z osia optyczna drugiej soczewki. Poniewaz odlegto$é¢ od zrédtla
$wiatla do pierwszej soczewki wynosi 2F, promien ten po zalamaniu bedzie biegl symetrycznie
do kierunku padania, a po drugim zatamaniu bedzie réwnolegly do osi optycznej drugiej soczewki
(poniewaz wychodzi on z jej ogniska) — patrz rysunek ponizej.
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Obraz zrédla Swiatta znajduje si¢ wigc w odlegtosci f/2 od powierzchni drugiej soczewki
i w odlegtosci h/2 od osi optycznych obu soczewek. Otrzymujemy zatem: SS’ = %\/49172 + h2.
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