Maia delld

Stozkowe samg linijka

Stozkowe to elipsy, parabole i hiperbole. Nazwa
bierze si¢ stad, ze mozna kazda z nich uzyskad,
przecinajac stozek obrotowy plaszczyzna.

Gdy plaszczyzna ta tworzy z osig stozka kat
wiekszy niz jego tworzace — powstaje elipsa
(przy kacie prostym — okrag; to tez jest elipsa,
cho¢ specjalna). Gdy te katy sa réwne —
parabola. A gdy kat plaszczyzny z osig jest
mniejszy — hiperbola (jak latwo zauwazy¢,
plaszczyzna przecina wtedy stozek po obu
stronach wierzchotka).

Pomyst, aby narysowaé stozkowa samag linijka,
wydaje si¢ absurdalny. A jednak...

Zacznijmy od sprawy ,prostszej”, cho¢ nie mniej
absurdalnej: narysowa¢ okrag sama linijka. Jest to
szczegblny przypadek poprzedniego zadania.

W poprzednim numerze Delty Zdzistaw Pogoda pisal o twierdzeniu
Menelaosa i jego niezliczonych konsekwencjach. Wéréd nich byto
dowiedzione twierdzenie Pascala, ktore brzmi:

Proste zawierajgce przeciwlegle boki szesciokgta wpisanego w okrgg,
jesli sie przecinajq, to na jednej prostej (nazywa sie ja prosta Pascala).
Oto kilka rysunkéw ilustrujacych to twierdzenie (prosta Pascala jest
narysowana kolorem).

Twierdzenie to (réwniez gdy nie pamieta sie jego dowodu) pozwala

na wykonanie czegos bardzo zblizonego do narysowania linijka okregu.
Gdy bowiem mamy pie¢ punktéw lezacych na okregu, to sama linijka
mozna skonstruowaé (jesli istnieje) drugi punkt przeciecia tego okregu
z dowolnie narysowang prosta przechodzaca przez jeden z nich. W ten
sposob, zmieniajac te prosta mozemy (sama linijka!) skonstruowaé tyle
punktéow tego okregu, ile nam sie spodoba. Ale jak to zrobié¢?

Zanim przeczyta sie¢ sasiednig strone — warto samemu sprobowad
rozwiazaé¢ to zadanie.
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Oto przepis. Punkty taczymy w dowolnej kolejnosci tamang ztozona

z czterech odcinkéw (tu wybraliémy taka kolejnosé, aby rysunek

byl maly). Oznaczamy przez P punkt przeciecia prostych zawierajacych
jej pierwszy i czwarty bok. Teraz bierzemy jakakolwiek prosta

przez pierwszy z punktéw (na rysunku jest przerywana) — to na niej
znajdziemy drugi punkt nienarysowanego okregu. Oznaczamy przez )
punkt jej przeciecia z prosta zawierajaca trzeci bok tamanej. Prosta PQ
(na rysunku ciagta kolorowa) przecina prosta zawierajaca drugi

bok tamanej w punkcie R. Prosta taczaca ostatni wierzchotek tamanej

z punktem R (przerywana kolorowa) przecina czarna linie przerywana
w punkcie lezacym na nienarysowanym okregu. (Gdyby ktéres

z przecinanych prostych okazaly sie rownolegte, nalezy zmieni¢ kolejnosé
punktéw i powtdrzyé konstrukcje.)

Dlaczego? Poréwnujac otrzymany rysunek z pierwszym z rysunkéw
ilustrujacych na poprzedniej stronie twierdzenie Pascala, kazdy

z Czytelnikow z pewnoécia znajdzie odpowiedz. Podpowiemy moze,
ze na rysunku jest sze$ciokat i jego (narysowana ciagla linia kolorowa,
jak na poprzedniej stronie) prosta Pascala.

A co bedzie, gdy punkty obierzemy nie na okregu, lecz byle jak, aby tylko
zadne trzy nie lezaly na jednej prostej? Przeciez konstrukcja da sie
przeprowadzi¢ i wtedy. Polecam sprawdzié¢ to na kilku wybranych
piatkach punktéw, w kazdym przypadku rysujac po kilka przerywanych
czarnych prostych. Obok nasze dwa przyktady.

Na kolejnym rysunku dorysowana dodatkowo zostata elipsa, a na
nastepnym — hiperbola. To zart czy tez dla nich twierdzenie Pascala,

na ktorym opierala sie konstrukcja, réwniez jest prawdziwe? Tu akurat
odpowiedz jest pozytywna i tatwa do uzyskania. Jesli wyobrazimy sobie,
Ze narysowany na sasiedniej stronie stozek to promienie z punktowego
zrodla $wiatta, to rysunek ten powinien przekonaé nas, ze kazda

ze stozkowych jest cieniem, jaki rzuca na ptaszczyzne oswietlony
punktowym zrédtem Swiatta okrag. Dla tych, ktorzy nie zobaczyli, mamy
pomocnicze schematyczne rysunki.

Jedli wiec mamy narysowang sytuacje z twierdzenia Pascala dla

okregu, to rzucajac odpowiednio cien, otrzymamy taka sama sytuacje
dla elipsy, paraboli czy hiperboli. I w ten sposéb przekonujemy

sie, ze twierdzenie Pascala jest prawdziwe dla kazdej stozkowej.

Podana konstrukcja pozwala zatem, gdy dane jest pie¢ punktow dowolnej
ze stozkowych, znajdowac jej dalsze punkty na réznych prostych
przechodzacych przez jeden z nich.

Ale czy dowolne pie¢ punktéw, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej
prostej, zawsze lezy na jednej ze stozkowych? Okazuje sie, ze tak,

a fakt ten nazywa si¢ twierdzeniem Braikenridge’a—Maclaurina. Tak wiec
przytoczona konstrukcja zawsze produkowaé bedzie dowolng liczbe
punktow jakiejs stozkowe;j.
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