Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

Termin nadsylania rozwigzan:
31V 2003

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 354, 355

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

Redaguje Jerzy B. BROJAN

354. Na koncach niewazkiego preta o dlugosci 21 = 2 m zamocowane sa dwa
mate ciata, kazde o masie m. Ile wynosi okres matych wahan tego preta wokot

342 (WT = 3,00) i 343 (WT = 2,00) DPOzycji pionowej, jesli punkt zawieszenia pokrywa si¢ ze srodkiem preta?

z numeru 9/2002

Rozwazyé¢ dwa przypadki:

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 43,22 a) pole grawitacyjne jest radialne (skierowane do $rodka Ziemi), a jego natezenie
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— Myszkéw 42,81
— Bolestawiec 28,89

— Chechto 12,38 w jej Srodku.

ma jednakowa wartos¢ g w okolicy gérnego i dolnego ciala,
~ Tarnéw 2225 b) pole grawitacyjne jest takie, jakby cala masa Ziemi byta skupiona

355. Chemik pozostawil w otwartym naczyniu ciekly azot, ktéry powoli
parowal. Po pewnym czasie analiza wykazala, ze w azocie jest domieszka

tlenu. W miare ubywania azotu procent tlenu rosl, az ostatnia partia cieczy
sktadata sie wylacznie z ciektego tlenu. Na tej podstawie chemik wywnioskowal,
ze zrealizowane zostato marzenie alchemikéw — wykryta zostala transmutacja
pierwiastkow. Czy to prawda? Wyjasnié, co sie stalo.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11,/2002

346. Pozioma membrana drga harmonicznie wzdluz osi pionowej
z czestotliwo$cig f = 100 Hz. Ile wynosi amplituda tych drgan,
jesli lezace na membranie ziarnka piasku podskakuja na wysoko$é
h = 2 cm wzgledem $rodkowego potozenia membrany?

347. Jacek i Placek dostali w schronisku po kubku bardzo goracej
herbaty.

— Parzy! — zawotal Jacek.

— Nic na to nie moge poradzi¢ — powiedziala bufetowa — chyba

ze dam wam po dodatkowym kubku, zeby$cie sobie rozlali i zeby
szybciej wystyglo.

346. Oderwanie sie ziarenka piasku od membrany
nastapi w momencie, gdy jego przyspieszenie bedzie
skierowane w dél i zréwna sie z przyspieszeniem
ziemskim:
a = Aw?sin(wt) = g,

gdzie A jest szukang amplituda drgan, a w = 27 f.
Predkosé ziarenka w tym momencie wynosi
v = A wcos(wt). Dana wysoko$é h jest suma wysokosci
w chwili oderwania sie oraz wysokosci rzutu pionowego
v?/2g, czyli

h = Asin(wt) + (Aw cos(wt))?/2g.

Przeksztalcajac to rownanie znajdujemy

4 = V92he? — g)

5 ~ 1 mm.
w

347. Kubki maja pewna pojemno$¢ cieplna, wiec
w wyniku przelania herbaty do drugiego kubka
jej temperatura sie obnizy. Im wiecej herbaty
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Przypominamy tres¢ zadan:

— Swietnie! — ucieszyl si¢ Jacek, rozlal zawartos¢ swojego kubka po
polowie, zaczekal kilka minut i zlal z powrotem. — Wciaz jeszcze za
goracal — skrzywil sie.

Tymeczasem Placek réwniez zlal swojg herbate do jednego kubka

i odwiadczyt:

— Moja wcale nie jest za goraca.

Czy rzeczywidcie mogl lepiej ostudzi¢ swoja herbate, jesli jedyna
przyczyna byl inny jej podzial na dwie czesci? Obaj zlali herbate
do kubkéw, w ktérych herbata byta na poczatku.

przelejemy, tym wyzsza bedzie jej temperatura
poczatkowa i tym wyzsze bedzie tempo odplywu
ciepla z drugiego kubka. Co do pierwszego kubka,

to jego poczatkowa temperatura nie zalezy od

ilosci przelanej herbaty. Przyjmijmy, ze tempo
odptywu ciepta z kubka do otoczenia zalezy tylko

od jego temperatury, ale nie od ilosci zawartego

w nim plynu. Przy tym zalozeniu poczatkowe tempo
odplywu ciepta z obu kubkéw do otoczenia bedzie

tym wyzsze, im wiecej herbaty przelejemy; tym

wiecej energii pozostawimy tez w drugim kubku po
przelaniu herbaty z powrotem. Pelna analiza problemu
z uwzglednieniem zmian temperatury nastepujacych

w miare uptywu czasu jest trudna (trzeba przyjaé
jakie$ zalozenia co do zaleznoéci tempa odplywu ciepta
od temperatur kubka i otoczenia). Analiza numeryczna
wskazuje, ze na ogél nie oplaca sie przelaé calej
herbaty, ale w kazdym wypadku lepiej jest przela¢
wiecej, niz polowe.



Termin nadsylania rozwigzan:
31V 2003

Zadania z matematyki nr 457, 458
Redaguje Marcin E. KUCZMA
457. Na plaszczyzZnie jest dany zbiér zlozony z 2n punktéw (n > 2), ktérych
obie wspdlrzedne sg liczbami catkowitymi z przedziatu (1;n). Dowiesé, ze pewne
cztery punkty tego zbioru sa wierzchotkami réwnolegtoboku.
458. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe a, taka ze nieréwnosé
(1—a)sinx+atge >z
jest spelniona dla wszystkich = € (0;7/2).
Zadanie 458 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/2002

Przypominamy tres¢ zadan:
449. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja uklad réwnan
;t/::l:2—27 z:;t/2—2, r =22 —2.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy « + y + z.
450. Niech n,m > 1 bedg ustalonymi liczbami catkowitymi i niech Z (k) oznacza zdanie:

Réwnanie ' + i + ... + z; = y" ma rozwigzanie
w liczbach catkowitych dodatnich z1 < zo < ... < xp < y.

Wykazaé, ze jezeli zdania Z(m), Z(m+1), ..., Z(2m—2) sa prawdziwe, to dla kazdej liczby
catkowitej k > m zdanie Z (k) jest prawdziwe.

449. Tréjka (z,y, z) tworzy orbite iteracyjna funkcji f(t) = t? — 2; zatem kazda
z liczb x,y, z jest pierwiastkiem réwnania f(f(f(¢))) —t = 0, ktére po rozlozeniu
lewej strony na czynniki przybiera postaé

t+1)E—2) =3t +1)(> +¢* -2t —1)=0.
Liczby —1 i 2 sa punktami stalymi funkcji f; natomiast kazdy z wielomiandw
Pt)=t>—-3t+1 oraz Q) =t>+t>—-2t—1

ma trzy pierwiastki rzeczywiste — co widaé na przykiad z nieréwnosci
P(0) > 0> P(1) oraz Q(—1) > 0 > Q(0). Z tatwych do sprawdzenia tozsamosci

P(f(t) = P®)(P1) - 2), Q(f(t) =Q1)(Qt) —2t* +2)

wynika za$, ze jedli jedna z liczb x, ¥y, z jest pierwiastkiem ktéregos z tych
wielomianéw, to pozostale dwie sa pozostalymi pierwiastkami tego samego
wielomianu.

Whiosek: rozwazany uklad ma nastepujace rozwiazania (z,y, z): (—=1,—1,—1),
(2,2,2) oraz (t1,t2,t3) (tréjka pierwiastkéw wielomianu P) i (t4,t5,%s) (tréjka
pierwiastkéw wielomianu Q) — kazda z nich w pewnym porzadku cyklicznym.
Odpowiednie wartosci sumy s = « + y + z wynosza s = —3, s = 6 oraz (zgodnie
ze wzorem Viete'a) s =01s= —1.

450. Indukcja: wykazemy, ze dla k > m zdanie Z(k) implikuje zdanie
Z(m+k—1). Wobec zalozonej prawdziwosci zdan Z (k) dla k =m,...,2m—2
wyniknie stad prawdziwosé Z(k) dla wszystkich k > m.

Ustalmy wiec k > m. Zakladamy stusznosé zdan Z(m) oraz Z(k):
Jar<...<ap<b: al+...+a,, =b",
Jda<...<eg<d: &+...+cg=4d".

Zatem b"cl + ...+ b"c} =b"d", czyli

(a4 ... F+ay)cd +b"cy 4+ ...+ b"cp =b"d",
(a1c)™ 4+ ...+ (amer)™ + (bea)™ + ... + (beg)™ = (bd)™.

Liczby w nawiasach po lewej stronie ostatniej réwnosci tworza ciag dtugosci
m+k—1, §cidle rosnacy. To konezy krok indukeyjny Z(k) = Z(m+k—1)
i dowodzi tezy zadania.
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