Gdzie strumyk plynie z wolna
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Symbol & oznacza predkosé,
a & — przyspieszenie.

Lepieznik wylysialy (Petasites kablikianus) to pokaZnych rozmiaréw bylina
porastajaca brzegi gérskich potokéw. Jej bardzo duze liscie pochylone nad woda
bywaja czesciowo zanurzone. W wyniku szczegélnego splotu warunkow

zdarza sie, ze taki dotykajacy nurtu lis¢ wpada w zamaszyste drgania.

W zastyglym powietrzu wieczoru ten niespokojny ruch w zacisznym zakolu
strumienia wydaje sie czyms tajemniczym. Osobliwo$é tego zjawiska polega

na tym, ze oscylacje te wywolane sa jednostajnym bodzcem, jakim jest
przeptyw wody.

Rezygnujac z proby uwzglednienia calej ztozonosci drgan liscia, zbudujemy
uproszczony jednowymiarowy model tego zjawiska. Jego istotna cecha

bedzie nieliniowo$é. W naszym modelu liS¢ jest reprezentowany przez mase m,
ktéra moze przesuwac sie wzdluz poziomej osi x. Masa jest czesciowo zanurzona
w wodzie plynacej z predkoscia V' w dodatnim kierunku osi z. Dziala

wiec na nia sila oporu zalezna od predkosci masy wzgledem wody, b(V — &),
ktéra powoduje wychylenie masy z polozenia rownowagi x = 0. Wychyleniu temu
przeciwdziata sita sprezysta réwna —kz. Réwnanie ruchu masy ma postaé

mi = —kx +b(V — ).
Dla dalszych rozwazan podzielimy obie strony przez m, otrzymujac
() & = —wiz + B(V — 1),

gdzie wy = \/k/m oraz B = b/m. Istotne znaczenie ma fakt, ze wspdlczynnik B
nie jest staly, poniewaz zalezy od glebokosci, na jaka li$¢ sie zanurza.

Gleboko$é ta zmienia sie, poniewaz wychylenia w poziomie wplywaja

na potlozenie liScia w pionie, tak ze w rzeczywistosci zatacza on zamknieta
krzywa o owalnym ksztalcie. Widaé wiec, ze wspolezynnik oporu nalezatoby
uzaleznia¢ od pionowej wspotrzednej liscia, co wymagatoby rozpatrywania ruchu
przynajmniej w dwoch wymiarach. Mozna jednak zauwazy¢, ze zmiany
gltebokosci zanurzenia maja podobny przebieg w czasie, jak zmiany

poziomej predkosci liscia. Wykorzystamy to podobiefistwo w naszym
jednowymiarowym modelu i wyrazimy wspélczynnik oporu jako funkcje .

Ksztalt funkeji B(#) pokazany na rysunku 1 uwzglednia fakt, ze zmiany
wspbélezynnika B maja ograniczony zakres, nawet gdy predkosé osiaga duze
wartodci. W naszym modelu dla analitycznego przedstawienia funkeji B(d)
wykorzystamy — dos¢ dowolnie — funkcje arcus tangens:

B(i) = B — yarctg(ad),
gdzie a, (17 sa stalymi. Z powodu zaleznosci wspdtczynnika B od @
réwnanie (%) jest nieliniowe i niemozliwe do analitycznego rozwiazania.
Jednak to dzigki zmiennoséci B dochodzi do rozkolysania lidcia. Gdy bowiem
zrezygnujemy z niej, przyjmujac v = 0 lub o = 0, czyli B = 3, dostajemy liniowe
rownanie rézniczkowe
(%) i+ Bi + wix = BV,
ktére przewiduje, ze po nieskonczenie dlugim czasie ruch zamiera.
Odpowiednie rozwigzanie ma postaé zalezng od relacji miedzy wq
a wielkoscia A = 3/2. Gdy wg — A\? > 0, opisuje ono drgania o czestosci

w=/wi — A2

zanikajace w polozeniu réwnowagi xs = SV/w3 :
x(t) = x5 + A exp(—At) cos(wt + ¢),
gdzie A 1 ¢ sa stalymi zaleznymi od warunkéw poczatkowych.
W przeciwnym przypadku rozwiazanie przewiduje aperiodyczny ruch takze

zmierzajacy do xs. (Oczywiscie proporcjonalnosé s do V' jest ograniczona
do predkosci pradu, przy ktorych lisé nie tamie sie i nie niszczy.)

Aby zbadaé charakter rozwiazan nieliniowego réwnania (x) uwzgledniajacego
v # 01 a # 0, rozwazmy male wychylenia £ z potozenia x,:

(t) = zs +£(1).
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Wykorzystujac fakt, ze predkosci @(t) = 3 (t) réwniez sa male, mozna uzyé
przyblizenia

B(#) =  + yai = 3+ vof.

Pomijamy tez pojawiajacy sie w réwnaniu (x) skladnik z £2. W efekcie
otrzymujemy znéw rozwigzywalne réwnanie liniowe

(s55) £+ (B —naV)E+ wieE =0.

Jego rozwiazanie ma cechy podobne do rozwigzania réwnania (xx).
W szczegblnosci gdy
wi — (B—=~aV)? >0,
zawiera ono czynnik wykladniczy, tym razem z wykladnikiem A = (8 — vaV)/2,
ktérego znak zalezy od predkosci pradu:

£(t) = Aexp(—At) cos(wt + ).

W wodzie stojacej lub plynacej leniwie wspdlczynnik A jest dodatni i kolysanie
liScia ustaje. Jednak gdy predko$é¢ nurtu przekracza wartosé krytyczna

Vi = B/(y«), czynnik wykladniczy rosnie z czasem, co odpowiada wahaniom
narastajacym.

(Stosownie do upraszczajacych zalozen poczynionych przy wyprowadzeniu
réwnania (x*x) wynik ten jest poprawny tylko dla malych drgan, wiec nie nalezy
przywiazywaé wagi do sugerowanego funkcja eksponencjalng wzmagania sie
drgan w nieskoficzono$é.)

Pora teraz na — numeryczne z koniecznosci — rozwiazanie pelnego nieliniowego
réwnania ruchu (x). Trzeba tylko ustali¢ w miare realistyczne wartosci
parametréw ukladu. Rozsadne wydaje sie przyjecie m = 0,02 kg i £ = 0,5 N/m.
Swobodny 1is¢ kolysze sie wtedy z okresem okoto 1,25 s. Parametry «, 3

i v mozna dobraé tak, aby ruch wygladal jak najbardziej prawdopodobnie,

np. a=5s/m, 3=5s"11iv=2s"1 co daje predkosé¢ krytyczna okoto 0,5 m/s.
Przyklady rozwiazan xz(t) przedstawione sa na rysunku 2.

Lis¢ zanurzony w powoli plynacym potoku nie kolysze sie trwale — poczatkowo
wychylony szybko uspokaja sie (krzywa 1). W bystrzejszym nurcie réwnie szybko
ustalaja sie znaczne wahania (krzywa 2). Rysunek 3 przedstawia zalezno$é ich
amplitudy od predkosci wody.

Progowy charakter wzbudzenia drgan jest wyraznie widoczny. Energia
rozkolysanego liscia pochodzi z niewyczerpalnego praktycznie zrédla, jakim jest
przeptyw wody.

7 powyzszej analizy wynika, ze jesli predkos¢ pradu jest mala, to
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istnieje polozenie réwnowagi, w ktérym 1is¢ spoczywa i do ktorego
asymptotycznie zmierza po dowolnym wychyleniu. Takie dazenie
mozna przedstawi¢ w plaszczyZnie (x, ) — tak zwanej przestrzeni
fazowej (rys. 4).

Punkt réwnowagi osiagany po dlugim czasie jest przyktadem atraktora
zwanego ogniskiem. ,, Przyciaga” on stany uktadu zadane dowolnymi
warunkami poczatkowymi (krzywa 1). Jedli natomiast predkosé wody
przewyzsza krytyczna, to wspomniane polozenie réwnowagi przestaje
istnie¢. W jego miejsce pojawia si¢ atraktor w postaci zamknietej
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krzywej zwany cyklem granicznym. Tory na plaszczyznie fazowej zblizaja
sie do niego od wewnatrz (jak krzywa 2) lub z zewnatrz (jak krzywa 3),
zaleznie od warunkéw poczatkowych.
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Zachowanie ukladu polegajace na zastapieniu punktu statego cyklem granicznym
odpowiadajacym ruchowi okresowemu wskutek zmiany parametréw uktadu nosi
nazwe bifurkacji Hopfa. Bifurkacja Hopfa jest czesto spotykana w zachowaniu
nieliniowych uktadéw fizycznych, chemicznych i biologicznych. Praktyczne
znaczenie ma np. bifurkacja prowadzaca do wzbudzania wibracji skrzydta
samolotu lub walu turbiny, co moze mie¢ katastrofalne nastepstwa. Kolysanie
liScia lepieznika jest niegroznym przypadkiem, do ktorego obserwacji zachecam
milosnikéw gérskiej przyrody.
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