Co udowodnitl Preda Mihailescu?

1. Liczbe naturalna nazywamy potega, jezeli ma
postaé¢ n?, gdzie liczby n i d sa naturalne i d > 2.

W szczegdlnosci kazdy kwadrat liczby naturalnej jest
potega. Na przyklad wszystkie potegi mniejsze od 100
to:1,4=228=239=3216=2%=42 25=52 27=33
32=25 36=62 49="72 64=26=43=82 81=3*=92
Widaé od razu, ze wigkszos$¢ poteg tu wypisanych

to kwadraty i ze wérdd tych poteg tylko 8 1 9 sa
kolejnymi liczbami naturalnymi.

2. Od dawna bezskutecznie poszukiwano innych
kolejnych liczb naturalnych, ktére sg potegami

i w 1844 roku E. Catalan sformulowal przypuszczenie,
ze liczb takich nie ma. Chodzi wiec o dowdd, ze
roéwnanie

(1) " -yt =1

nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m,n, z,y,
gdziem > 2, n > 2, réznychod x =n=3,y=m = 2.
Oczywiscie wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy m i n sa liczbami pierwszymi, podobnie jak

przy badaniu réwnania Fermata x™ 4 y™ = 2™ mozna
przyjaé, ze liczba n jest pierwsza.

3. Rozpatrywano rézne przypadki szczegdlne
réwnania (1) i uzyskano pewne wyniki czesciowe.
Na przyktad udowodniono, ze zadne z nastepujacych
réwnai nie ma rozwiazan (poza 3% — 23 = 1), gdzie
r,y > 1,m,n > 2:

3m—2" =41  (Lewi ben Gerson (1288-1344)),

22—y =41 (L. Euler, 1738),

2 —y? =1 (V.A. Lebesgue, 1850),

2?2 -yt =1 (Chao Ko, 1965).

Korzystajac z wynikéw Lebesgue’a i Chao Ko, mozna
wiec przyjaé, ze wykladniki m i n w réwnaniu (1) sa
liczbami pierwszymi nieparzystymi.

4. Udowodniono tez kilka waznych wtasnosci
hipotetycznego rozwiazania réwnania (1), ktére
znacznie ograniczyly mozliwosé istnienia takiego
rozwiazania. Mianowicie

Twierdzenie 1 (J.W.S. Cassels, 1953, 1960). Jezeli
liczby naturalne x,y i liczby pierwsze nieparzyste p, q
spetniajg rownanie

(2) P — yq = 1)

to p dzieli y @ q dzieli x.

Twierdzenie 2 (R. Tijdeman, 1976). Istnieje taka
stala C, Ze kazde rozwigzanie réwnania (1) spelnia
m,n,x,y < C.

5. 7Z twierdzenia Tijdemana wynika oczywiscie, ze
liczba rozwiazan rownania (1) jest skoficzona. Niestety
oszacowania stalej C' wystepujacej w tym twierdzeniu
bytly zbyt duze, co nie pozwalalo na przeszukanie
wszystkich mozliwych liczb m,n, x,y przy uzyciu
komputeréw. Na przyktad udowodniono, ze kazde
rozwiazanie réwnania (2) spelnia

x,y < exp (exp (exp (exp (730)))) (M. Langevin, 1976),
gdzie exp(t) = e, i e = 2,71828... jest podstawa
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logarytméw naturalnych, oraz
p, ¢ < 1,6-10% (M. Mignotte, 1992).

Oszacowania te potem byly ulepszane, lecz ciagle byly
zbyt duze.

6. Udowodniono tez, postugujac sie komputerami, ze
w poszukiwanym rozwiazaniu réwnania (2) wykladniki
nie moga by¢ zbyt male:

(3) p>10° i ¢>10°

(K. Inkeri (1964, 1990) oraz M. Mignotte i Y. Roy
(1995, 1997)). W 1999 roku P. Mihailescu udowodnit,
ze zachodza podzielnoéci p? | ¢P~! — 11 ¢? | p?~! -1,
co pozwolito znacznie rozszerzy¢ obliczenia przy
uzyciu komputerow. Wykorzystujac to M. Mignotte
wzmocnil warunek (3) do nastepujacej postaci: p > 107
i ¢ > 107. Otrzymano tez wiele innych warunkéw,
ktore musi spelniaé hipotetyczne rozwigzanie

P, q, ,y réwnania (2). Mialy one postaé nieréwnosci
lub podzielnosci. Na przyktad: x > 4pgP oraz

p?~1|z — 1. Warunki te ciagle jeszcze nie wystarczaty
do sprawdzenia, ze réwnanie (2) nie ma rozwiazan
poza 32 — 23 = 1.

7. Dopiero w 2002 roku P. Mihailescu zastosowal

7 powodzeniem inng metode badania rozwigzan
réwnania (2), ktéra w polaczeniu z dotychczasowymi
wynikami oméwionymi wyzej i pewnymi ich
ulepszeniami pozwolitla udowodnié¢, ze poszukiwanych
rozwiazan nie ma.

8. Oméwienie metod uzytych przez Mihailescu
wykracza poza zakres wiadomosci, ktérymi
rozporzadza przecietny czytelnik Delty.
Zainteresowanych odsytam wiec do prac oryginalnych,
a tu tylko wspomne, ze z réwnaniem (2) Mihailescu
wigze tak zwany pierécien grupowy F,[G] grupy
cyklicznej G majacej (p — 1)/2 elementéw

o wspoétczynnikach w g-elementowym ciele 7.

Gdyby istnialo poszukiwane rozwiazanie réwnania (2),
to idealy tego pierscienia grupowego mialyby pewna
wlasnosé. Z drugiej strony, bezposrednio dowodzi

sie, ze tej wlasnosci nie maja. Otrzymujemy wiec
sprzeczno$é, a zatem poszukiwane rozwigzanie nie
istnieje.

Tak wiec po 158 latach hipoteza Catalana zostala
udowodniona i to w stosunkowo prosty sposob.

9. Czytelnikéw pragnacych dokladniej zapoznaé
sie z historia badania hipotezy Catalana odsylam
do ksiazki Paulo Ribenboima Catalan’s Conjecture,
Academic Press 1994 (liczy ona ponad 350 stron!),
w ktorej omowione zostaly szczegdtowo wyniki

na ten temat uzyskane przed 1994 rokiem.

Nowsze wyniki siegajace roku 1999 zostaty
przedstawione w przegladowej pracy M. Mignotte’a
Catalan’s conjecture just before 2000 zamieszczonej
w po$wieconym pamieci K. Inkeriego tomie Number
Theory, de Gruyter, Berlin 2001, ktéry zredagowali
M. Jutila i T. Metsankylé.



