O pewnej idei Fermata

Rozwazmy nastepujace trzy zadania.

Zadanie 1. Udowodnié, ze réwnanie
2?2+ + 22+ u? = 2ayzu
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych.

Zadanie 2. Cigzar kazdego z 2n + 1 klockow wyraza
sig¢ catkowita liczba gramdéw. Dowolne 2n klockéw
mozna tak rozdzieli¢, ktadac po n na kazda szalke, ze
nastapi réwnowaga. Udowodnié, ze wszystkie klocki
maja jednakowa wage.

Zadanie 3. Dany jest arkusz papieru w kratke.
Udowodnié¢, ze dla n # 4 nie istnieje n-kat foremny

o wierzchotkach znajdujacych sie¢ w wezltach

kraty. Na pierwszy rzut oka zadania te nie maja

nic wspélnego. Jak sami jednak zobaczycie,
rozwiazania wszystkich tych zadan opieraja si¢ na tej
samej idei, ktéra wymyslil Pierre Fermat. Mozna
przypuszczaé, ze wladnie za pomocsy tej idei staral sie
on udowodnié¢ swoje stynne Wielkie Twierdzenie.

Ale po kolei.
Najpierw rozwiazemy trzy podane wyzej zadania.

Rozwigzanie zadania 1. Niech liczby x,y, 2z, u
spelniaja wypisane wyzej réwnanie. Poniewaz liczba
22 + 4% + 22 4+ u? jest parzysta, to wérdd liczb
x, Y, 2, u jest parzysta liczba liczb nieparzystych, czyli
cztery lub dwie, lub zero. Jezeli wszystkie liczby sa
nieparzyste, to liczba x2 + 3% 4+ 22 + u? jest podzielna
przez 4, a liczba 2xyzu nie jest podzielna przez 4.
Jezeli sa wérdd nich tylko dwie liczby nieparzyste, to
liczba 22 + y? + 22 + u? nie jest podzielna przez 4,
a liczba 2xyzu jest podzielna przez 4. Zatem wszystkie
liczby sa parzyste, czyli
r=2r, Yy=2y, z=22z, u=2u;.
Podstawiajac te rownosci do réwnania wyjsciowego,
otrzymujemy
23 4y 4 2 +ul = 8ryyziug.
Znéw widzimy, ze nie moga by¢ nieparzyste wszystkie
cztery liczby, bo wtedy liczba 22 + y? + 2% + u? nie
bytaby podzielna przez 8. Analogicznie nie moga by¢
nieparzystymi doktadnie dwie liczby, poniewaz wtedy
liczba 2% + y? + 27 + u? nie bylaby podzielna przez 4.
Otrzymujemy wiec, ze wszystkie liczby sa parzyste,
czyli
T1 =22, Y1 =2y2, 21 =222, u1 = 2us.
Dlatego

x% + y% + ZS + u% = 32x2y222Us.

Rozumujac w podobny sposéb, dowodzimy, ze liczby
To, Y2, 22, Uz sa parzyste i tak dalej. Latwo jest
zrozumieé, ze dla kazdej liczby naturalnej s zachodzi
roéwnosé
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przy czym
Tk = 2Tp41, Yk = 2Yk+1, 2k = 22541, Uk = 2Upy1, kK 2> 1.
Czyli dla kazdej liczby naturalnej s liczby

x y z u

257 257 257 25
sg catkowite. Ale to jest niemozliwe.

Rozwiazanie zadania 2. Po pierwsze, oczywiste
jest, ze wszystkie klocki maja parzysta lub
nieparzysta wage: waga kazdych 2n klockéw jest
parzysta. Odejmiemy teraz od wag wszystkich
klockéw wage najlzejszego klocka (lub najlzejszych
klockéw, jezeli jest ich kilka). Nowy uktad klockéw
oczywiscie tez spelnia warunki zadania, przy czym
wsrdd klockow beda ,klocki o wadze zerowej”. Dlatego
wagi wszystkich klockow nowego ukladu sa parzyste.
Drzielac te wagi na pél, otrzymamy nowy uktad
klockéw, spetniajacy warunki zadania, przy czym
wsrod klockéw sa, ,klocki o wadze zerowej”. A zatem
znowu waga wszystkich klockow wyraza sie liczba
parzysta i tak dalej.

Wynika stad, ze w konicu wszystkie klocki maja
zerowa wage, a to oznacza, ze wszystkie klocki
z zadania wyjSciowego maja jednakows wage.

Rozwiazanie zadania 3. Udowodnijmy najpierw,
ze nie istnieje tréjkat réwnoboczny o wierzchotkach
znajdujacych sie¢ w wezlach. Przyjmujemy bok kratki
jako jednostke. Rzeczywiscie, niech a bedzie bokiem
tego trojkata. Wtedy pole tego trojkata rowna sie
% i jest ono liczba niewymierna, gdyz a2 jest
liczba calkowita, zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa.
7 drugiej za$ strony jest oczywiste, ze pole kazdego
wielokata o wierzchotkach w weztach kraty jest liczba
wymierna.

Poniewaz w szesciokat foremny mozna wpisa¢ trojkat
réwnoboczny o wierzchotkach znajdujacych sie

w wierzcholkach sze$ciokata, to dla n = 6 stwierdzenie
tez jest udowodnione.

Niech n # 3,4, 6.

Przypusémy, ze PP ... P,

jest n-katem

o wierzchotkach

znajdujacych sie

w wezlach. Odtézmy Py Py
w punktach

P, P, ..., P, wektory,

réwne odpowiednio

WektoromP2P3,P3P4,...,P1P2. P5

Py P3

Nowe punkty znowu trafia do wezléw kraty i utworza
n-kat foremny wewnatrz n-kata wyjsciowego. Z nowym
n-katem mozemy postapi¢ w ten sam sposéb,

i tak dalej bez konca. Jednakze kwadrat boku n-kata
jest liczba naturalng, w naszym zas przypadku ciagle
sig ona zmniejszal



Wszystkie trzy rozwiazania w istocie rzeczy byly
przeprowadzone wedlug jednego schematu: zaktadajac,
ze problem ma rozwiazanie, konstruowaliSmy pewien
nieskonczony proces, podczas gdy ze sformutowania
problemu wynikalo, ze proces ten musi gdzie$

mie¢ koniec. Taka metoda dowodzenia nazywa sie
metodq nieskonczonej regresji.

Czesto metode regresji stosuje si¢ w prostszej

wersji. Zakladajac mianowicie, ze juz dotarlismy

do naturalnego konca procesu, widzimy, iz ,zatrzymac
sie” nie mozemy.

Zadanie 4. Jezeli kazda prosta laczaca jakiekolwiek
dwa punkty pewnego skoniczonego zbioru X zawiera
przynajmniej jeszcze jeden punkt tego zbioru,

to wszystkie punkty zbioru lezg na tej samej prostej.

Rozwiazanie. Zal6zmy, ze nie wszystkie punkty
zbioru leza na jednej prostej. Dla kazdego punktu A

i dla kazdej prostej [ przechodzacej przez dwa punkty
zbioru X, na ktérej A nie lezy, rozwazmy liczbe p(A4,1)
rowna odleglosci punktu A od prostej I. Poniewaz
punktow i prostych jest skonczenie wiele, to wérdéd
tych odleglosci jest odlegltosé najmniejsza.

Niech wiec liczba p(A,1) bedzie najmniejsza wiréd
tych liczb. Wowcezas dla By, Ba, B3 nalezacych do [N X
otrzymujemy
Pap, B, = p(A,1)- | B1Bs|=
= p(B2, AB1)- [AB1 | +p(B2, AB3)- | ABs |>
> min (p(Ba, AB), p(Bs, ABy)) - (| ABy| + | ABs|) >
> min (p(B2, AB1), p(B2, AB3)) - | B1 B3| .

A

By By, Bs

Stad
p(A,1) > min (p(Bz, ABy), p(B2, AB3)) ,

co przeczy wyborowi punktu A i prostej [.

A teraz rozwazmy bardziej skomplikowany przyktad
geometryczny.

Zadanie 5. Czy mozna rozciaé szescian na kilka
réznych sze$ciandéw?

Rozwiazanie. Zrobmy najpierw pewne oczywiste
spostrzezenie. Niech kwadrat P bedzie podzielony

na skonczong liczbe réznych kwadratéw. Wtedy
najmniejszy kwadracik nie bedzie przylegal do granicy
kwadratu P.

Niech szescian @ bedzie rozcigty na rézne

szesciany ();, natomiast P bedzie jedna ze Scian
szescianu (). Szesciany @);, przylegajace do ciany P,
tworza rozbicie P na parami rézne kwadraty. Niech P;
bedzie najmniejszym wsrdd tych kwadratéw, a Q1
niech bedzie odpowiadajacym mu szescianem.
Kwadrat P; nie przylega do granicy P, a wiec jest
otoczony duzymi kwadratami. Odpowiednie sze$ciany
tworza ,studnie”, w ktorej lezy szeScian Q).

Niech P/ bedzie ,gérna” Sciana szedcianu Q1.
Szesciany przylegajace do $ciany P; tworza rozbicie
P{ na rézne kwadraty. Znowu najmniejszy kwadrat
wsrod nich, P, znajduje sie¢ wewnatrz Pj, a wiec
szesciany otaczajace odpowiedni szescian Q2 beda
wigksze od Q2 i znowu tworza ,studni¢”. Mozemy
przedtuzac te konstrukcje, otrzymujac ,,wieze”, ktora
sktada sie z szesciandéw ciagle malejacych, a wigc nie
mozemy w zadnej chwili tego procesu zatrzymac!

* * *

Na koniec proponujemy Czytelnikowi kilka zadan
do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 6. Udowodnié, ze réwnanie
od oyt =21
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych.

Zadanie 7. Niech
ai1,a2,...,0n

bedzie zbiorem liczb catkowitych, z ktérych nie
wszystkie sa jednakowe (n > 2). Utworzymy nowy
zbidr postaci

a1 +as az+ag ap—1+ an an +ay

2 o2 Y 2 o2

a z niego wedlug tej samej reguty nastepny zbior
i tak dalej. Udowodni¢, ze po kilku krokach powstanie
zbiér, w ktérym nie wszystkie liczby beda catkowite.

Zadanie 8. Niech

1,02, ...,0n
bedzie dowolnym 2"-elementowym zbiorem liczb
naturalnych. Udowodnié¢, ze jedli utworzymy z niego
nowy zbior

li, 0o, .. lon
wedlug reguty

Ik =lag+1 —ag|, k=1,2,...,2", agny1 = ay,

a z niego wedlug tej samej reguly nastepny zbior
i tak dalej, to po pewnej liczbie krokéow dojdziemy
do zbioru, ktory sktada sie wylacznie z zer.

Zadanie 9. Dowolne dwie proste, nalezace

do pewnego skonczonego zbioru prostych, przecinaja
sie. Przez kazdy z punktéw przeciecia przechodzi
jeszcze przynajmniej jedna nalezaca do tego zbioru
prosta. Wykazaé, ze wtedy wszystkie rozwazane proste
przechodza przez jeden wspélny punkt.



