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O ROWNYCH SUMACH
WSZYSTKICH POTEG

Dzi$ ostatni artukul o réwnych sumach poteg. Poniewaz
nie chce, aby ktéremukolwiek wyktadnikowi byto smutno,
ze o nim nigdy nie wspomniatem, napisze od razu
o wszystkich.
Zachodzi takie oto
Twierdzenie: Dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 istnieje
nietrywialne rozwiazanie réwnania (n,n+1,n+1), tzn.
takie liczby catkowite dodatnie a1 > a2 > ... > any1 oraz
b1>b2> >bn+1, ze

al +ay +...+anyy =b7 +by + ...+ bny,

a przy tym uklady (a1,a2,...
nie sa identyczne.

y@ny1) oraz (b1, bz, ... bny1)

Dowdd: Niech N bedzie duza liczbg catkowita, ktéra
sprecyzujemy w dalszej czesci dowodu. Rozwazmy
zbiér wszystkich ukladéw liczb catkowitych dodatnich
(al,agw..,an.ﬂ),gdzie N>a12a2> Zan+14 -
gdyz wszystkich ukladéw (niekoniecznie nierosnacych)
jest N1 a jeden ukltad nierosnacy odpowiada

co najwyzej (n + 1)! permutacjom swoich elementéw
— moze by¢ ich mniej, gdy sa wéréd nich powtdérzenia.
Tak naprawde, doktadna liczba nierosnacych uktadéw
jest ré6wna (Zif), ale wygodniej jest nam postuzy¢ sie
podanym wyzej oszacowaniem.

Liczba takich ukladéw jest nie mniejsza niz L =

Kazdemu uktadowi przypiszmy sume n-tych poteg jego
elementéw. Taka suma jest liczba catkowita dodatnia nie
przekraczajaca S = (n+ 1) - N™. Jesli teraz L > S, czyli
jesli rozwazanych uktadéw jest wiecej niz mozliwych sum,
ktére mozna im przypisaé, to na mocy zasady szufladkowej
Dirichleta istnieja dwa uktady, ktérym przypisano te sama
sume. Mamy wéwczas

al +ay +...+anyy =b7 +by + ...+ bny,

przy czym uktady liczb po obu stronach réwnania sg rézne,
ale moga mie¢ wspolne elementy.

Do zakonczenia dowodu pozostaje wskaza¢ takie N,
n+1

(n+1)!
przy N > (n+1) - (n+ 1)L

Co daje powyzsze twierdzenie?

aby L > S, czyli > (n+1)-N", co zachodzi

Dla n = 2 jego teza na pewno nie zwala z nég. Oto bowiem
dowiadujemy sig, ze istnieja rowne sumy trzech kwadratow
liczb catkowitych dodatnich.

Kazdy, kto umie rachowaé¢ w pamieci do trzydziestu,

od razu zauwazy, ze 27 = 5% + 12 + 1% = 3% + 3% 4 32.
Umiejetnosé liczenia do pie¢dziesieciu moze zaowocowac
takim oto przykladem

12345678901234567890% + 7% + 1% =

= 12345678901234567890° + 5% + 52.

Jednak dla n = 24 dostajemy juz cos interesujacego.
Otéz zgodnie z twierdzeniem istnieje nietrywialne
rozwiazanie réwnania

a?4+a§4+...+a§§ =b?4+b§4+“.+b§§
w liczbach nie przekraczajacych
25 - 25! + 1 = 387780251083274649600000001.

Do dzi$ nie jest jednak znany przyktad takiego
rozwiazania. Twierdzenie méwi, ze rozwigzanie istnieje,
ale nie daje zadnej wskazéwki, jak takie rozwigzanie
skonstruowac.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (35)

Zanim Kolumb odkryt Ameryke, sadzono, ze Ziemia jest
ptaska. Poglad taki nie byl pozbawiony racji, jako ze
plaska jest nie tylko Ziemia, ale nawet calta przestrzen.
Zachodzi bowiem nastepujace

Twierdzenie: Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n,
dowolnych n réznych punktéw przestrzeni lezy w jednej
plaszczyznie.

Dowdd: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu
na n.

Tradycyjnie, sprawdzenie prawdziwosci twierdzenia
dla n = 1 pozostawiamy Czytelnikowi.

Przeprowadzimy krok indukcyjny. Zalézmy, ze n jest
taka liczba, dla ktérej teza twierdzenia jest prawdziwa.
Wykazemy prawdziwo$é twierdzenia dla n 4+ 1.

Niech dane beda dowolne punkty przestrzeni

Av,Ag, As, ..., Ap, Angr. Zgodnie z zalozeniem
indukcyjnym, dowolnych n punktéw przestrzeni

lezy w jednej plaszczyznie, w szczegdlnosci w jednej
plaszczyZnie leza punkty Aq, A, As, ..., An_1, Ayp.
Innymi stowy, punkt A,, lezy w plaszczyznie wyznaczonej
przez punkty Ai, As, As, ..., A,—1. Podobnie punkty
A1, Az, Ag, ...  Ap—1, Any1 leza w jednej plaszezyznie,
czyli punkt A1 takze lezy w plaszczyznie wyznaczonej
przez punkty A, Az, As, ..., A,_1. Zatem wszystkie
punkty A1, Az, As, ..., An, Ant1 leza w jednej
plaszczyznie, a mianowicie w plaszczyznie wyznaczonej
przez punkty Ai, As, Az, ..., An_1.

Pewnie widzisz juz, Drogi Czytelniku, gdzie dowéd sie
sypie”. Punkty Ai, As, As, ..., An_1 wcale nie musza
wyznaczaé plaszczyzny, bo moga byé¢ wspoétliniowe.

Ale to tylko pozorna trudnosé. Mozna przeciez tak
ponumerowaé¢ dane punkty, aby punkty o numerach od 1
do n—1 nie lezaly na jednej prostej. Takie ponumerowanie
nie jest mozliwe tylko wtedy, gdy dowolne n — 1 sposréd
danych n+1 punktéw sa wspoétliniowe. Ale wéwezas (przy
dowolnej numeracji) punkty Aq, A2, As, ..., An_2, Ap_1
bylyby wspétliniowe, czyli punkt A,,_; lezalby na prostej
wyznaczone] przez punkty A, Az, As, ..., An_2. Podobnie,
na mocy wspoéliniowosci punktéw A1, As, Az, ..., Ap—2, Ap
na tejze prostej lezalby punkt A,, a dzieki wspétliniowosci
punktéw Ai, As, As, ..., An_2, Ant1 takze punkt A, 41
musiatby leze¢ na tej samej prostej. Tak wiec w takim
przypadku wszystkie dane punkty bytyby nie tylko
wspblplaszczyznowe, ale nawet wspélliniowe.

Tym samym dowdd indukcyjny jest zakonczony, a ptaskosé
Ziemi, wraz z calg przestrzenia, dowiedziona.
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