XXV Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki

Serdecznie zapraszamy

W tym roku postanowiliSmy poswieci¢ zaproszeniu
do udziatu w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki calyg o$miostronicowg wkiadke.
Przyczyna tej decyzji jest cheé¢ wytlumaczenia,

na czym ten Konkurs polega, oraz zamiar
przedstawienia kilku mozliwych tematéw prac na
ten Konkurs.

Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki to
rywalizacja miedzy samodzielnymi pracami
badawczymi uczniéw szkét licealnych (nie wykluczamy
tez gimnazjalistow, ale nie ma dla nich zadnych
specjalnych utatwien). Praca badawcza za$ to
opracowanie tematu, ktéry w taki sposéb, jaki

zostal zaprezentowany w pracy konkursowej, jeszcze
opracowany nie zostal. Ten sposéb musi sie r6zni¢
merytorycznie (czyli z punktu widzenia matematyki)
od uje¢ dostepnych w literaturze, niezaleznie od jej
nosnika (a wiec publikacji papierowej, internetowej,
filmowej itd.). Nie interesuje nas zatem inne ulozenie
redakcyjne, opatrzenie innymi komentarzami rzeczy
gotowych.

Sa zreszta konkursy na tworcze opracowanie
tematéw matematycznych zaproponowanych przez
organizatorow tych konkurséw.

Matematyka jest jednak na tyle bogata, ze kazdy moze
znalez¢ dla siebie wiele nierozwigzanych probleméw
i nie wszystkie z nich wymagaja profesjonalnej
techniki i rutyny — czesto blysk natchnienia,
musniecie skrzydlem muzy wystarczy, by odkry¢
co$ nowego. Zaproponowane w tej wkladce tematy
beda sugerowaly pewne okolice, w ktorych mozna
takich odkry¢ poszukiwacé. Nie mamy pewnosci, ze
te odkrycia tam sa, ale mamy pewna rutyne, ktora
pozwala nam wskazywac te, a nie inne, okolice tak,
jak geolog moze sugerowac, gdzie szukaé zlota czy
diamentow.

Laureaci naszych Konkurséw, odbywajacych sie

juz od ¢éwieré wieku, rozmaicie utozyli swoje zycie.

Sa jednak wérdod nich wybitni uczeni, a kilku
mlodszych ma ,w kieszeni” medal z urzadzanego
przez Unie Europejska konkursu na Mlodego Uczonego
Europejskiego. Konkurs zaowocowal takze wieloma
publikacjami w czasopismach fachowych.

Zapraszamy do udziatu.

Oblicz wartosé funkcji

Oczywiscie istnieje wiele funkcji, dla ktérych nie da sie obliczyé

ich konkretnych wartosci i to juz dla, zdawaloby sie, najprostszych
argumentow. Niektére z takich probleméw majg renome niestychanie
trudnych (choéby problem obliczania liczb Ramseya — patrz np.

Delta 1/2002 — powszechnie sie sadzi, ze znalezienie wartosci, powiedzmy,
R(6,6) dlugo jeszcze przekraczaé¢ bedzie ludzkie mozliwosci).

Ale czasem funkcja nie ma ztej stawy. Wezmy chocéby funkcje, ktéra
odpowiada na pytanie, jak wielkie kule moga si¢ zmiesci¢ w szeScianie.

Doktadniej: w szeSciennym pudetku o krawedzi 1 znajduje sie

n jednakowych kul; funkcja f przyporzadkowuje kazdemu n najwigksza
wartos$¢ f(n) $rednicy kul — n kul o takiej $rednicy zmiesci sie jeszcze
w pudetku, n kul o wiekszej Srednicy umiesci¢ sie w pudetku nie da.

Juz z samej definicji widaé, ze f jest funkcja nierosnaca.

do zbadania.

@)=

I tu jest zaskoczenie: funkcja nie jest $cisle malejaca.

Oczywiscie f(1) = 1. Nie jest specjalnie trudno sprawdzié, ze

5B p=2-va=f).

Bez trudu mozna zauwazy¢, ze np. f(8) = 1. Ale jak obliczy¢ wartosci
funkcji dla 5, 6, 7, czy innych wartosci nie bedacych szeScianami?

A jak czesto funkcja przyjmuje te same wartosci dla kolejnych liczb
naturalnych? Czy ,postoje” moga byé¢ dtuzsze? Jak dtugie?

Stowem, pytan jest wiele. Wiele jest tez naturalnie zdefiniowanych funkcji

M. K.



Wypelnianie przestrzeni p

Kolekcja wypelniajacych

Nie jest trudno wypeltnié
szczelnie przestrzen jednakowymi

przestrzen wieloscianow
wypuktlych nie jest pelna.
Nie wiadomo juz np. jak

szedcianami — kazdy wskaze

bez trudu kilka sposobdéw. Jest
niemozliwe szczelne wypetnienie
przestrzeni jednakowymi

\ wygladaja wszystkie czworosciany,

ktérymi mozna szczelnie
wypelnié przestrzen. Albo np.
pieciosciany. Albo czy istnieje

czworoScianami foremnymi —
co drugi potrafi to udowodnic.

gbérne ograniczenie na liczbe $cian
wielo$cianu wypuklego, ktorego

Troche trudniej bedzie wykazaé,
ze pokazanym na rysunku 1
czworoScianem przestrzen mozna
szczelnie wypelnic.

W Kalejdoskopie Matematycznym
Steinhausa (i w Delcie 9/1996)

mozna znalez¢é informacje,

jak wypelnié przestrzen

czternasto$cianami powstatymi

przez obciecie oSmioscianowi

foremnemu wszystkich rogdéw

tak, aby wszystkie krawedzie

pozostalego wielodcianu byty

réwnej dhugosci (rys. 2). Rys. 2

Rys. 1. PB 1 BC L CD 1 PB
i PB=BC=CD

D kopiami da si¢ szczelnie wypelnié
przestrzen? Pytan mozna postawié
bardzo wiele i zapewne na wiele

z nich uda sie znalezé¢ odpowiedz.

Oczywidcie problem byt i jest
badany. Mozna wiec znalezé
informacje o tym, co powszechnie
wiadomo. Zadna calo$ciowa teoria
na ten temat jednak nie zostala
zbudowana.

Hasta: XVIII problem Hilberta,
parkietaz, krystalografia.
M. K.

Przestrzenne tangramy

Tangram to takie ptaskie kostki, z ktérych mozna
utozy¢ rézne figury. Przestrzenny tangram to
takie klocki przestrzenne, z ktérych mozna utozyé
rozne wielo$ciany. Pamietajmy, ze za kazdym
razem musza by¢ uzyte wszystkie klocki. Czyli
rownowazne ,tangramowo” wieloSciany maja
réwne objetosci.

Zazadajmy dodatkowo, aby utozony z takich
kostek wieloscian byt wypukty. Nie jest oczywiste,
czy 7 kazdego takiego tangramu mozna utozyé
choéby dwa rézne wypukle wielo$ciany.

Czasami jednak tak sie zdarza. Np. czworoscian

z rysunku 1 mozna pocia¢ na mniejsze czesci

— wielodciany, z ktorych da sie utozy¢ szescian.
Nie wiadomo jednak, jaka jest najmniejsza liczba
tych mniejszych czesci.

Ale zadne pocigcie czworoscianu foremnego

na skonczong liczbe klockéw wielosciennych

nie pozwoli utozy¢ z tych klockéow szescianu.
Podobnie, zadne pociecie na skoniczong liczbe
wielo$ciennych klockéw czworoscianu z rysunku 3
nie pozwoli na ulozenie z nich sze$cianu. Ale czy
jakie$ klocki z tego czworoscianu pozwola

na utozenie z nich czworo$cianu foremnego?

Q Zauwazmy, ze mamy do$¢ zaskakujacy wynik: czworodciany

D

Rys. 3. QC L BC' L DC 1 QC

i QC = BC = DC rozklad.

z rysunkéw 1 i 3 nie sg ,tangramowo” réwnowazne.

A czy ktéry$ z tych czworosciandéw jest ,tangramowo” réwnowazny
z czternastoscianem z rysunku 27

Dla dowolnego konkretnego wieloScianu mozna poszukaé jak najwiecej
wieloScianéw, z ktérymi jest ,tangramowo” réwnowazny.

Istnieje dosé rozwinieta teoria zajmujaca si¢ takimi tangramami.
Jednak rezultatow dotyczacych konkretnych wielo$cianéw jest w niej
mato. Stad pole do popisu.

Hasta: III problem Hilberta, niezmiennik Dehna, réwnowazno$é przez

M. K.



Liczby niedoskonate

Pitagorejczycy nadawali duze znaczenie liczbom doskonatym,

czyli takim liczbom naturalnym, ktére sa rowne sumie swoich dzielnikéw
wlasciwych (réznych od samej tej liczby). Nazwijmy liczbe naturalna
poddoskonalg, gdy suma jej dodatnich dzielnikéw wlasciwych jest od niej
mniejsza (np. 4), a naddoskonalg — gdy suma jej dodatnich dzielnikéw
wlasciwych jest od niej wigksza (np. 12). Latwo zauwazy¢, ze liczb
poddoskonatych jest nieskoniczenie wiele, poniewaz kazda liczba pierwsza
jest poddoskonata. Czy liczb naddoskonatych tez jest nieskoniczenie
wiele? Czy istnieja dowolnie dlugie ciagi kolejnych liczb naddoskonatych?
A liczb poddoskonatych? Ktoére liczby — poddoskonale czy naddoskonale
— 53 gesciej rozmieszczone wérdd liczb naturalnych? A moze istnieje
granica stosunku liczby liczb naddoskonatych nie wiekszych od n do n?
Pytania mozna mnozy¢ (niemal) bez ograniczen.

W. B.
Znaczace wspOlczynniki

Wykres funkcji liniowej f(x)=az+b

zalezy od kazdego ze wspotczynnikéw: a decyduje o nachyleniu prostej,
b o jej potozeniu wzgledem osi wspoétrzednych. Wiemy, co sie dzieje
z funkcja kwadratows postaci

f(z) =ax*+bx +c,
gdy zmieniamy wspotczynnik a: ramiona paraboli beda zmieniaé¢
nachylenie, moze nastapi¢ odwrocenie paraboli. Wiemy takze, co sie
stanie, gdy zmienia¢ bedziemy wspotczynnik ¢, a nawet potrafimy
powiedzieé, co sie dzieje z parabola, gdy zmieniamy tylko wspoétczynnik b
(wladnie, co?). Czy mozna w podobny sposéb opisaé¢ znaczenia
wspotczynnikéw wielomianéw wyzszych stopni, poczynajac od stopnia
trzeciego? Jak wplywa na wykres zmiana kazdego z nich? Pewne intuicje
mozna sobie zapewne wyrobi¢ na podstawie wykreséw ogladanych
na ekranie komputera lub kalkulatora graficznego, ale czy mozna
je uscidlié¢ i opisa¢ matematycznie?

W. B.
Ukryta podzielnosé

Kiedy wartosci wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych sa

dla wszystkich catkowitych argumentéw podzielne przez ustalong

liczbe n? Na pewno wtedy, gdy wszystkie wspotczynniki danego
wielomianu sa podzielne przez n. To tak oczywisty przypadek, ze nawet
nie warto o nim wspominaé. Ale czy tylko wtedy? Co bedzie, kiedy
wspolczynniki wielomianu nie majg wspélnego dzielnika wiekszego od 17
Wtedy mimo wszystko wartosci wielomianu moga by¢ podzielne przez
ustalona liczbe wigksza od 1!

Najprostszy przyktad to wielomian 22 + x, ktérego warto$é dla dowolne;j
liczby catkowitej = jest parzysta. Podobnie, wartosci wielomianu z3 + 5z
sg zawsze podzielne przez 6.

I stad juz mozesz, drogi Czytelniku, wyptynaé na szerokie wody badacza
ukrytych podzielnosci. Mozesz znalezé mnéstwo takich wielomiandw.
Moze uda Ci si¢ je jakos sklasyfikowaé¢ lub udowodnié jakies twierdzenia
o tym, kiedy taka ukryta podzielno$¢ na pewno wystepuje albo kiedy nie
wystepuje. A jak tego bedzie malo, zawsze mozna uciec w wielomiany
wielu zmiennych, np. warto$é wielomianu zy?® — 249y dla dowolnych
catkowitych argumentéw x i y jest podzielna przez 2730.

Jarostaw WROBLEWSKI



Wyznaczniki duzych macierzy

Na og6t niewiele da sie powiedzie¢ o wyznaczniku duzej macierzy
poza podaniem definicji wyznacznika lub zmudnym wyliczeniem go
w konkretnym przypadku.

Ale jezeli macierz jest szczegdlnej postaci...

Co to znaczy ,szczegdlnej postaci”? A to juz zalezy od Waszej inwencji
tworczej.

Wyobrazmy sobie, ze mamy macierz zbudowana wedlug prostego przepisu
(a raczej ciag (A,) macierzy o wzrastajacych rozmiarach).

Na przyktad macierz n na n postaci
21 0 -0
1 2
A,=10 -0
... 21
0 - 0 1 2
ma dwdjki na przekatnej, jedynki bezposrednio pod i nad przekatna,

a poza tym zera.

Ile jest rowny wyznacznik macierzy A,? Nietrudno dostrzec, ze
detA, = 2detA, 1 — detA, _», skad otrzymujemy detA, =n + 1.

A czemu jest réwny wyznacznik macierzy

1 -1 0 - O
1 1 - - .
B,=10 - - - 0 [?
e e |
0 0 1 1
A macierzy
2 1 1
1 2
C, = : ?
: 2 1
1 1 2

A innych, wymyé$lonych przez Was macierzy?

Jarostaw WROBLEWSKI

A jednak catkowite

Liczba
<m+n) _ (m+n)!

m min!

jest catkowita dla dowolnych liczb naturalnych m i n. Fakt ten
i niezliczone dowody jego sa tak znane, ze przytaczacé ich po prostu nie
wypada.

Jedli jednak rozwazymy liczbe
(m+n-—1)!
mlin! ’

to na ogdt nie bedzie ona catkowita. Chyba ze w jakis szczegdlny sposob
powiazemy m i n.

iv



Na przyktad liczba
(2n)!
nl(n+1)!
jest catkowita dla kazdego n. Nie jest mi znany kombinatoryczny dowdd
tego faktu, mozna go jednak udowodnié¢, wykorzystujac nieréwnosé

n n+1 2n
F+ [ < %)
gdzie [z] oznacza cze$é calkowita liczby x.

I tu zadanie dla Ciebie, drogi Czytelniku. Znalez¢ inne sytuacje,
w ktérych liczba
(m+n-1)!
m!n!
jest catkowita. Moga to by¢ warunki na m i n (np. m, n wieksze od 0
i m+n pierwsza) lub przyklady wyrazen postaci
(an+cn+b+d—1)!

(an+b)(en+d)! 7
(gdzie a, b, ¢, d sa ustalone) przyjmujacych warto$é¢ catkowita
dla kazdego n. Moze uda Ci si¢ udowodni¢ twierdzenia postaci jak
a, b, ¢, d sq takie a takie, to jest dobrze, a jak sq takie a takie, to jest Zle.

Ciekawa bytaby tez odpowiedZ na pytanie, czy istniejg takie a, b, ¢, d, ze
liczba
(an+cn+b+d—2)!
(an 4+ b)!(cn + d)!
jest catkowita dla kazdego n lub rozsadnie ogdlny warunek na m i n
pociagajacy catkowitos¢ liczby
(m+n—2)!
mlin!

Jarostaw WROBLEWSKI

Magia liczby

Zmnana jest konstrukcja liczby mega pochodzaca od Hugona Steinhausa
i liczby moser pochodzaca od Leo Mosera. Liczba a w tréjkacie to prostu
liczba a®. Liczba a w prostokacie to liczba a otoczona a tréjkatami.

__ A = A = A — (2727)@7)

Liczba a w pieciokacie to liczba a otoczona a prostokatami. Liczba mega
to liczba 2 w pieciokacie. Moser to liczba 2 otoczona mega-katem.

Skonstruujmy inng serie¢ wielkich liczb. Dla dowolnych liczb naturalnych
b i n przyjmijmy
(b,1,n)=b+b+...4b=bOn.
—_— ——

n razy

Oczywiscie znaczek (V) zastepuje tu znak mnozenia.
Dla k > 2 przyjmijmy
(byk,n)=b@b® ... b=b®n,

n razy

umawiajac sie, ze dzialania wykonujemy ,od tylu” (tzn. od prawe;
do lewej). Jak za pomoca liczb (b, k,n) oszacowaé z dotu i z gory liczbe
mega i moser? A moze skonstruujecie inne liczby, ktore przydadza sie
w szacunkach?
Przemystaw PANEK i« W. S.



Medalisci Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w latach 1978-2001

1978

medal Zloty Pawel Domanski (Poznan) Liczby Fibonacciego
medal Srebrny Urszula Bach (Wodzistaw Slaski) Réwnania
rézniczkowe 1 niektére ich zastosowania w fizyce

medal Brazowy Bogustawa Grzywacz (Wroctaw) Przeksztalcenie
afiniczne plaszczyzny na plaszczyzne w ujeciu analitycznym

1979

Z Dorota Kuchta i Piotr Ponikowski (XIV LO we Wroctawiu)
Réwnania diofantyczne pierwszego stopnia

S Marek Kubowicz (V LO w Krakowie) Réwnania funkcyjne
B Anna Brzezinska (III LO we Wroctawiu) Nierédwnosci @ ich
zastosowania

1980

Z Zbigniew Jelonek (II LO w Krakowie) Pewna analogia

S Robert Cozas (V LO w Krakowie) Pewne réwnania rekurencyjne
i ich zastosowanie w teorii ulamkéw lancuchowych

B Waldemar Holubowski (LO w Mystowicach) Inwersja

1981

Z Jarostaw Wréblewski (XIV LO we Wroctawiu) Wokél kongruencsji
w pierscieniu liczb algebraicznych calkowitych

S Jacek Rzeznikowski (II LO w Bydgoszczy) Elementy geometrii
metrycznej

B Elzbieta Ziarko (LE w Wieliczce) Metryka miejska i jej
konsekwencje w planimetrii

1982

Z Mariusz Skalba (IV LO w Kroénie) O pewnym problemie

z elementarnej teorti liczb

S Janusz Kalinowski (XIV LO we Wroctawiu) Powierzchnie stopnia
drugiego i rysowanie kwadryk za pomocqg komputera WANG 2200T
B Mirostaw Matlgga (TB w Cieszynie) Rozcigcia powierzchni
jednostronnych

1983

Z Jacek Kaleta (LO w Swidnicy) Twierdzenie o pewnej szczegolnej
metodzie calkowania

S Wojciech Watecki (XIV LO w Warszawie) O blonach mydlanych
B Henryk Lukomski (ZSZ w Gliwicach) Negacje liczb n-cyfrowych
oraz otrzymywanie wynikéw negacji w ukladzie dziesigtkowym bez
zamiany na uklad dwéjkowy

1984

Z Michal Wojciechowski (XIV LO w Warszawie) O pewnym
rozkladzie figur Srodkowo symetrycznych

S Bogdan Pelc (LO w Mikolowie) Zastosowanie kongruencyi

w znajdowaniu cech podzielnosci w dowolnym ukladzie liczbowym
B Joanna Karwowska (XX LO w Krakowie) Potegowanie macierzy
czwornikow

1985

Z Piotr Hajtasz (XIV LO w Warszawie) O pewnej metodzie
dowodzenia nieréwnoscs

S Bogdan Pelc (LO w Mikolowie) O pewnym niezmienniku
topologicznym wielodcianéw w przestrzeni n-wymaiarowej

1986
Z Piotr Jedrzejewicz (Torun) O pewnych wlasnosciach przestrzeni
euklidesowych

1987

Z Andrzej Zuk (IIT LO we Wroctawiu) Opis izometrii wybranych
przestrzeni metrycznych

B Lucyna Dziedzic (LO w Dzialdowie) Teoria glodnej kozy

1988

Z Andrzej Daniluk (V LO w Krakowie) O pewnych
przeksztalceniach plaszczyzny

S Adam Czornik (I LO w Bytomiu) Twierdzenia Steinera
i Mascheroniego

1989

Z Krzysztof Oleszkiewicz (LX LO w Warszawie) Skaczqc po
stoZkowych

S Rafal Kapelko (III LO we Wroctawiu) Rachunek rézniczkowy
i catkowy funkcji zmiennej naturalnej

B Katarzyna Tréjca (I LO w Bytomiu) Granica zlozenia funkcji

Vi

1990 — konkurs nie zostal ogloszony

1991

Z Marcin Kasperski (IX LO w Warszawie) 27 zbioréw wypuklych bez
Srodka symetrii

S Grzegorz Zwara (IV LO w Toruniu) Wispélne punkty stale
wielomianéw komutujgcych

B Malgorzata S¢k (ZSZ w Wieliczce) Lamane spiralne

1992

Z Marek Pycia (I LO w Bielsku-Bialej) Pewne nieréwnosci
funkcyjne

B Krystian Witkowski (V LO w Krakowie) O pewnych ciggach
rekurencyjnych

1993
S Ilona Kroélak (LO Carolinum w Nysie) Symbol Newtona — inaczej
B Roman Wencel (TElek. w Opolu) Czytajac Sierpiriskiego

1994

S Piotr Wojciech Sniady (XIV LO we Wroctawiu) Geometryczne
dowody twierdzen dotyczgcych ulamkéw Fareya

B Piotr Matusiewicz (THut.-Mech. w Ostrowcu Swigtokrzyskim)
Ilustracja geometryczna najczesciej spotykanych Srednich
algebraicznych

1995

Z Tomasz Osman (I LO w Kielcach) Wielowymiarowe wogélnienie
twierdzenia Bezouta

S Krzysztof Krupinski (I LO w Jeleniej Gérze) i Karol Tokarczyk
(XIV LO we Wroclawiu) Nakladanie si¢ wielu figur wewngtrz
wielokgtow

B Rafal Lochowski (ZSElek. w Radomiu) Zaleznosci miedzy
zbiezZnosSciq i rozbieznosciq pewnych szeregéw

1996

Z Michal Stukow (I LO w Gdansku) Krétka historia dowodu
pewnego twierdzenia

S Adam Osgkowski (XIV LO w Warszawie) Zastosowanie liczb
zespolonych w zadaniach geometrycznych

B Tomasz Kowalski i Artur Wirowski (I LO w Lodzi) Cechy
podzielnosci liczb

1997

Z Grzegorz Kapustka i Michal Kapustka (V LO w Krakowie)

O pewnych wlasnos$ciach parzystokaqtéow wpisanych i opisanych

na okregach

B Maciej Mostowski (XIV LO w Warszawie) O wielomianach
przyjmujacych w liczbach calkowitych wartosci bedqgce kwadratamsi
liczb calkowitych

1998

S Michat Slgzak i Michat Tkacz (V LO w Krakowie) Sfera dwunastu
punktéw

B Jakub Gismatullin (XIV LO we Wroctawiu) O pewnych
wlasnodciach sumy cyfr

1999

Z Jakub Onufry Wojtaszczyk (XIV LO w Warszawie) O liczbie
podzialéw wielokqta wypuklego na réwnolegloboki

S Lukasz Kaminski i Pawet Rochman (IV LO w Toruniu) Sumy
ze wspolczynnikami Newtona

2000

S Piotr Sulich (II LO w Olkuszu) Obrét o kaqt na plaszczyznie:
zastosowania i wlasnosci

S Mirostaw Zwiryn (XXVI LO w Lodzi) Wstep do teorii
macierzy nD

2001

Z Juliusz Jablecki (III LO we Wroctawiu) O pewnym réwnaniu
funkcyjnym

S Piotr Sulich (IIT LO w Olkuszu) i Maciej Zakarczemny (I LO

w Opolu) Analogia ciggu Fibonacciego i dowolnych rekurencyi
lintowych

B Lukasz Brzyski (XII LO w Krakowie) Prosta Eulera i jej
wlasnosci

B Jan Kowal (ZSMech.-Elek. w Zywcu) Nie tylko cyrklem i linijkq



Rezultaty niektérych zwycieskich prac

Zbigniew Jelonek, Pewna analogia

Stozek to zbiér prostych majacych wspdlny punkt
(lub kierunek) i przecinajacych pewna krzywa

stopnia 2; stozek dualny to zbiér ptaszczyzn majacych
wspOlny punkt (lub kierunek) i stycznych do pewnej
krzywej stopnia 2. Wspoélstozkowosé oznacza nalezenie
do tego samego stozka. W pracy podane sa analityczne
warunki na to, by széstka prostych (plaszczyzn) byla
wspolstozkowa. Wynika z tego wiele geometrycznych
faktéw, np.: elipsoida jest sfera wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje 6 ptaszczyzn wspolstozkowych
przechodzacych przez jej érodek i wycinajacych z niej
przekroje o réwnych polach.

Jarostaw Wréblewski, Wokdl kongruencyi
w piercieniu liczb algebraicznych catkowitych

Liczby algebraiczne catkowite to pierwiastki
wielomianéw

"+ ep1z2" ez + oo,
gdzie ¢; sa catkowite; zbior tych liczb oznaczmy
przez A. Zbiér liczb postaci a1p + az\/p+ ... + an 3/p,
gdzie a; sa catkowite, oznaczmy przez Q). Dla a € A
zapiszemy a € (b1, ..., b,)modp, gdy (a —b1) - ...
... (a—=0by) € Q. Gléwny wynik pracy to twierdzenie
jesli a1, ag € A oraz ay € (by,..., by)modp
ias € (di,..., d,)modp, to
(1) a1 +az € (b; + dj) mod p
(b; + d; to uklad zlozony ze wszystkich mozliwych sum
tej postaci dla 1 <4, j < n);
(2) a1 - a2 € (b; - dj) mod p;
co pociaga za soba
(3) dla dowolnego wielomianu W (x, y)
o wspolczynnikach catkowitych
W (a1, az) € W(b;, d;) mod p.
Wynika z tego wiele konsekwencji, w szczegolnosci np.
liczba (\/6 + \/E)l%o + (\/6' — V/19)1989 jest liczby

catkowita, ktorej ostatnia cyfra jest 2.

Mariusz Skalba, O pewnym problemie z elementarnej
teorii liczb

W pracy znajduje sie ulepszenie dowodu Andrzeja

Schinzla twierdzenia, ze 7 jest jedyna liczba pierwsza

spelniajaca, przy naturalnych x i y, réwnanie
p=(22"—-1)/T=2y* -1

(patrz W. Sierpinski, Teoria liczb cz. II) oraz

uogélnienie tego faktu, a mianowicie

Dla i = 1, 2 tréjmiany kwadratowe f;(x) majg

wspotczynniki wymierne; A; to ich wyrézniki, a A;

to wspdlczynniki przy x2. Jesli A1 Ay jest kwadratem

liczby wymiernej oraz A1As — A Ay # 0, to istnieje co

najwyzej skonczenie wiele takich liczb pierwszych p, Ze

p = fi(z) = fa(y) dla pewnych x, y calkowitych.

Ponadto podany zostal tez algorytm znajdowania
wszystkich tych liczb pierwszych.
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Michal Wojciechowski, O pewnym rozkladzie figur
Srodkowo symetrycznych

Praca powstata z okazji zamieszczonego

w Wiadomosciach Matematycznych t. XXIII.I zadania:
Udowodnic, Ze jezeli F' jest plaskq figurg ograniczong,
majgcq Srodek symetrii naleZgcy do niej, to nie mozna
jej roztozyé ma dwie rozlgezne figury przystajgce.

Praca zawiera kontrprzyktady, a wiec przyktady
figur spelniajacych zalozenia i dajacych sie roztozyé
na figury przystajace, a nawet spelniajace dodatkowe
warunki, jak sp6jnosé czy przeliczalno$é. W dalszej
czesci pracy jest dowdd, ze gdy zazadamy, aby

czesci, na ktore dzielimy, byly nie tylko przystajace,
ale jeszcze srodkowo symetryczne, to podzial bedzie
juz niemozliwy.

Krzysztof Oleszkiewicz, Skaczgc po stozkowych

Praca poswiecona jest poszukiwaniu punktow
kratowych na stozkowych danych réwnaniami
z? —kay+y? — k=0,
gdzie k jest ustalona liczba calkowita. Podstawowym
spostrzezeniem jest fakt, ze gdy punkt (a, b) lezy
na tej stozkowej, to leza na niej rowniez punkty
(kb—a, b) i (a, ka —b), co — gdy jeden z punktéw
jest kratowy — pozwala znajdowac¢ dalsze takie
punkty. Wszystkie znalezione przez powtarzanie tego
spostrzezenia punkty to trajektoria punktu (a, b).
Uzyskany wynik jest nastepujacy:
e gdy |k| < 2, punkty kratowe istnieja tylko
dla k =0 (jeden, (0, 0)) i dla k =1 (cztery,
(Oa 1)’ (1’ O)a (Oa _1)a (_1’ 0))
e gdy k > 3, punkty kratowe istnieja tylko dla &
bedacego kwadratem liczby naturalnej i wtedy kazdy
z nich nalezy do trajektorii pewnego z punktéw
(Oa \/E)a (\/Ea 0)’ (0’ _\/E)’ (_\/Ea 0)'
e ogdy k < —3, punkty kratowe istnieja tylko dla
k = —b; sa to woéwczas punkty z wszystkich
trajektorii nastepujacych osmiu punktéw
(L 72)) (717 2)7 (72, 1)a (2771)7 (L 73)) (717 3)7
(-3, 1), (3, -1).

Marek Pycia, Pewne nieréwnosci funkcyjne

Nieréwnosé funkeyjna to problem znalezienia
wszystkich funkcji, ktore spelniaja dla wszystkich
swoich argumentéw dana nieréwnoséc¢. W pracy
rozwazana byla nieré6wnosé

af(s) + BF(t) < flas+bt),
gdzie f: (0, c0) — (0, 00), stale o, 3, a, b sa dodatnie
ia<1<b. Bylo to uogdlnienie znanego (od niedawna)
wyniku dla a = a i 8 = b. Podstawowy rezultat pracy
to stwierdzenie: jesli ta nieréwnosé ma rozwigzanie
niezerowe, to ma rozwigzanie potegowe. Pozwolito
to na opisanie klas rozwiazan tej, jak tez przeciwnej
nieréwnosci.



