
XXV Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki

Serdecznie zapraszamy

W tym roku postanowiliśmy poświęcić zaproszeniu
do udziału w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki całą ośmiostronicową wkładkę.
Przyczyną tej decyzji jest chęć wytłumaczenia,
na czym ten Konkurs polega, oraz zamiar
przedstawienia kilku możliwych tematów prac na
ten Konkurs.

Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki to
rywalizacja między samodzielnymi pracami
badawczymi uczniów szkół licealnych (nie wykluczamy
też gimnazjalistów, ale nie ma dla nich żadnych
specjalnych ułatwień). Praca badawcza zaś to
opracowanie tematu, który w taki sposób, jaki
został zaprezentowany w pracy konkursowej, jeszcze
opracowany nie został. Ten sposób musi się różnić
merytorycznie (czyli z punktu widzenia matematyki)
od ujęć dostępnych w literaturze, niezależnie od jej
nośnika (a więc publikacji papierowej, internetowej,
filmowej itd.). Nie interesuje nas zatem inne ułożenie
redakcyjne, opatrzenie innymi komentarzami rzeczy
gotowych.

Są zresztą konkursy na twórcze opracowanie
tematów matematycznych zaproponowanych przez
organizatorów tych konkursów.

Matematyka jest jednak na tyle bogata, że każdy może
znaleźć dla siebie wiele nierozwiązanych problemów
i nie wszystkie z nich wymagają profesjonalnej
techniki i rutyny – często błysk natchnienia,
muśnięcie skrzydłem muzy wystarczy, by odkryć
coś nowego. Zaproponowane w tej wkładce tematy
będą sugerowały pewne okolice, w których można
takich odkryć poszukiwać. Nie mamy pewności, że
te odkrycia tam są, ale mamy pewną rutynę, która
pozwala nam wskazywać te, a nie inne, okolice tak,
jak geolog może sugerować, gdzie szukać złota czy
diamentów.

Laureaci naszych Konkursów, odbywających się
już od ćwierć wieku, rozmaicie ułożyli swoje życie.
Są jednak wśród nich wybitni uczeni, a kilku
młodszych ma „w kieszeni” medal z urządzanego
przez Unię Europejską konkursu na Młodego Uczonego
Europejskiego. Konkurs zaowocował także wieloma
publikacjami w czasopismach fachowych.

Zapraszamy do udziału.

Oblicz wartość funkcji

Oczywiście istnieje wiele funkcji, dla których nie da się obliczyć
ich konkretnych wartości i to już dla, zdawałoby się, najprostszych
argumentów. Niektóre z takich problemów mają renomę niesłychanie
trudnych (choćby problem obliczania liczb Ramseya – patrz np.
Delta 1/2002 – powszechnie się sądzi, że znalezienie wartości, powiedzmy,
R(6, 6) długo jeszcze przekraczać będzie ludzkie możliwości).

Ale czasem funkcja nie ma złej sławy. Weźmy choćby funkcję, która
odpowiada na pytanie, jak wielkie kule mogą się zmieścić w sześcianie.

Dokładniej: w sześciennym pudełku o krawędzi 1 znajduje się
n jednakowych kul; funkcja f przyporządkowuje każdemu n największą
wartość f(n) średnicy kul – n kul o takiej średnicy zmieści się jeszcze
w pudełku, n kul o większej średnicy umieścić się w pudełku nie da.

Już z samej definicji widać, że f jest funkcją nierosnącą.

Oczywiście f(1) = 1. Nie jest specjalnie trudno sprawdzić, że

f(2) =
3−
√

3
2
, f(3) = 2−

√

2 = f(4).

I tu jest zaskoczenie: funkcja nie jest ściśle malejąca.

Bez trudu można zauważyć, że np. f(8) = 1
2
. Ale jak obliczyć wartości

funkcji dla 5, 6, 7, czy innych wartości nie będących sześcianami?
A jak często funkcja przyjmuje te same wartości dla kolejnych liczb
naturalnych? Czy „postoje” mogą być dłuższe? Jak długie?

Słowem, pytań jest wiele. Wiele jest też naturalnie zdefiniowanych funkcji
do zbadania.

M. K.
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Wypełnianie przestrzeni

Nie jest trudno wypełnić
szczelnie przestrzeń jednakowymi
sześcianami – każdy wskaże
bez trudu kilka sposobów. Jest
niemożliwe szczelne wypełnienie
przestrzeni jednakowymi
czworościanami foremnymi –
co drugi potrafi to udowodnić.
Trochę trudniej będzie wykazać,
że pokazanym na rysunku 1
czworościanem przestrzeń można
szczelnie wypełnić.

W Kalejdoskopie Matematycznym
Steinhausa (i w Delcie 9/1996)
można znaleźć informacje,
jak wypełnić przestrzeń
czternastościanami powstałymi
przez obcięcie ośmiościanowi
foremnemu wszystkich rogów
tak, aby wszystkie krawędzie
pozostałego wielościanu były
równej długości (rys. 2).

Kolekcja wypełniających
przestrzeń wielościanów
wypukłych nie jest pełna.
Nie wiadomo już np. jak
wyglądają wszystkie czworościany,
którymi można szczelnie
wypełnić przestrzeń. Albo np.
pięciościany. Albo czy istnieje
górne ograniczenie na liczbę ścian
wielościanu wypukłego, którego
kopiami da się szczelnie wypełnić
przestrzeń? Pytań można postawić
bardzo wiele i zapewne na wiele
z nich uda się znaleźć odpowiedź.

Oczywiście problem był i jest
badany. Można więc znaleźć
informacje o tym, co powszechnie
wiadomo. Żadna całościowa teoria
na ten temat jednak nie została
zbudowana.

Hasła: XVIII problem Hilberta,
parkietaż, krystalografia.

M. K.

Przestrzenne tangramy

Tangram to takie płaskie kostki, z których można
ułożyć różne figury. Przestrzenny tangram to
takie klocki przestrzenne, z których można ułożyć
różne wielościany. Pamiętajmy, że za każdym
razem muszą być użyte wszystkie klocki. Czyli
równoważne „tangramowo” wielościany mają
równe objętości.

Zażądajmy dodatkowo, aby ułożony z takich
kostek wielościan był wypukły. Nie jest oczywiste,
czy z każdego takiego tangramu można ułożyć
choćby dwa różne wypukłe wielościany.
Czasami jednak tak się zdarza. Np. czworościan

z rysunku 1 można pociąć na mniejsze części
– wielościany, z których da się ułożyć sześcian.
Nie wiadomo jednak, jaka jest najmniejsza liczba
tych mniejszych części.

Ale żadne pocięcie czworościanu foremnego
na skończoną liczbę klocków wielościennych
nie pozwoli ułożyć z tych klocków sześcianu.
Podobnie, żadne pocięcie na skończoną liczbę
wielościennych klocków czworościanu z rysunku 3
nie pozwoli na ułożenie z nich sześcianu. Ale czy
jakieś klocki z tego czworościanu pozwolą
na ułożenie z nich czworościanu foremnego?

Rys. 3. QC ⊥ BC ⊥ DC ⊥ QC

i QC = BC = DC

Zauważmy, że mamy dość zaskakujący wynik: czworościany
z rysunków 1 i 3 nie są „tangramowo” równoważne.

A czy któryś z tych czworościanów jest „tangramowo” równoważny
z czternastościanem z rysunku 2?

Dla dowolnego konkretnego wielościanu można poszukać jak najwięcej
wielościanów, z którymi jest „tangramowo” równoważny.

Istnieje dość rozwinięta teoria zajmująca się takimi tangramami.
Jednak rezultatów dotyczących konkretnych wielościanów jest w niej
mało. Stąd pole do popisu.

Hasła: III problem Hilberta, niezmiennik Dehna, równoważność przez
rozkład.

M. K.

Rys. 1. PB ⊥ BC ⊥ CD ⊥ PB

i PB = BC = CD

Rys. 2
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Liczby niedoskonałe

Pitagorejczycy nadawali duże znaczenie liczbom doskonałym,
czyli takim liczbom naturalnym, które są równe sumie swoich dzielników
właściwych (różnych od samej tej liczby). Nazwijmy liczbę naturalną
poddoskonałą, gdy suma jej dodatnich dzielników właściwych jest od niej
mniejsza (np. 4), a naddoskonałą – gdy suma jej dodatnich dzielników
właściwych jest od niej większa (np. 12). Łatwo zauważyć, że liczb
poddoskonałych jest nieskończenie wiele, ponieważ każda liczba pierwsza
jest poddoskonała. Czy liczb naddoskonałych też jest nieskończenie
wiele? Czy istnieją dowolnie długie ciągi kolejnych liczb naddoskonałych?
A liczb poddoskonałych? Które liczby – poddoskonałe czy naddoskonałe
– są gęściej rozmieszczone wśród liczb naturalnych? A może istnieje
granica stosunku liczby liczb naddoskonałych nie większych od n do n?
Pytania można mnożyć (niemal) bez ograniczeń.

W. B.
Znaczące współczynniki

Wykres funkcji liniowej
f(x) = ax+ b

zależy od każdego ze współczynników: a decyduje o nachyleniu prostej,
b o jej położeniu względem osi współrzędnych. Wiemy, co się dzieje
z funkcją kwadratową postaci

f(x) = ax2 + bx+ c,

gdy zmieniamy współczynnik a: ramiona paraboli będą zmieniać
nachylenie, może nastąpić odwrócenie paraboli. Wiemy także, co się
stanie, gdy zmieniać będziemy współczynnik c, a nawet potrafimy
powiedzieć, co się dzieje z parabolą, gdy zmieniamy tylko współczynnik b
(właśnie, co?). Czy można w podobny sposób opisać znaczenia
współczynników wielomianów wyższych stopni, poczynając od stopnia
trzeciego? Jak wpływa na wykres zmiana każdego z nich? Pewne intuicje
można sobie zapewne wyrobić na podstawie wykresów oglądanych
na ekranie komputera lub kalkulatora graficznego, ale czy można
je uściślić i opisać matematycznie?

W. B.

Ukryta podzielność

Kiedy wartości wielomianu o współczynnikach całkowitych są
dla wszystkich całkowitych argumentów podzielne przez ustaloną
liczbę n? Na pewno wtedy, gdy wszystkie współczynniki danego
wielomianu są podzielne przez n. To tak oczywisty przypadek, że nawet
nie warto o nim wspominać. Ale czy tylko wtedy? Co będzie, kiedy
współczynniki wielomianu nie mają wspólnego dzielnika większego od 1?
Wtedy mimo wszystko wartości wielomianu mogą być podzielne przez
ustaloną liczbę większą od 1!

Najprostszy przykład to wielomian x2 + x, którego wartość dla dowolnej
liczby całkowitej x jest parzysta. Podobnie, wartości wielomianu x3 + 5x
są zawsze podzielne przez 6.

I stąd już możesz, drogi Czytelniku, wypłynąć na szerokie wody badacza
ukrytych podzielności. Możesz znaleźć mnóstwo takich wielomianów.
Może uda Ci się je jakoś sklasyfikować lub udowodnić jakieś twierdzenia
o tym, kiedy taka ukryta podzielność na pewno występuje albo kiedy nie
występuje. A jak tego będzie mało, zawsze można uciec w wielomiany
wielu zmiennych, np. wartość wielomianu xy25 − x49y dla dowolnych
całkowitych argumentów x i y jest podzielna przez 2730.

Jarosław WRÓBLEWSKI
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Wyznaczniki dużych macierzy

Na ogół niewiele da się powiedzieć o wyznaczniku dużej macierzy
poza podaniem definicji wyznacznika lub żmudnym wyliczeniem go
w konkretnym przypadku.

Ale jeżeli macierz jest szczególnej postaci...

Co to znaczy „szczególnej postaci”? A to już zależy od Waszej inwencji
twórczej.

Wyobraźmy sobie, że mamy macierz zbudowaną według prostego przepisu
(a raczej ciąg (An) macierzy o wzrastających rozmiarach).

Na przykład macierz n na n postaci

An =













2 1 0 · 0
1 2 · · ·

0 · · · 0
· · · 2 1
0 · 0 1 2













ma dwójki na przekątnej, jedynki bezpośrednio pod i nad przekątną,
a poza tym zera.

Ile jest równy wyznacznik macierzy An? Nietrudno dostrzec, że
detAn = 2detAn−1 − detAn−2, skąd otrzymujemy detAn = n+ 1.

A czemu jest równy wyznacznik macierzy

Bn =













1 −1 0 · 0
1 1 · · ·

0 · · · 0
· · · 1 −1
0 · 0 1 1













?

A macierzy

Cn =













2 1 · · 1
1 2 · · ·
· · · · ·

· · · 2 1
1 · · 1 2













?

A innych, wymyślonych przez Was macierzy?

Jarosław WRÓBLEWSKI

A jednak całkowite

Liczba
(

m+ n
m

)

=
(m+ n)!
m!n!

jest całkowita dla dowolnych liczb naturalnych m i n. Fakt ten
i niezliczone dowody jego są tak znane, że przytaczać ich po prostu nie
wypada.

Jeśli jednak rozważymy liczbę

(m+ n− 1)!
m!n!

,

to na ogół nie będzie ona całkowita. Chyba że w jakiś szczególny sposób
powiążemy m i n.
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Na przykład liczba

(2n)!

n!(n+ 1)!

jest całkowita dla każdego n. Nie jest mi znany kombinatoryczny dowód
tego faktu, można go jednak udowodnić, wykorzystując nierówność

[n

k

]

+

[
n+ 1
k

]6 [2n
k

]

,

gdzie [x] oznacza część całkowitą liczby x.

I tu zadanie dla Ciebie, drogi Czytelniku. Znaleźć inne sytuacje,
w których liczba

(m+ n − 1)!
m!n!

jest całkowita. Mogą to być warunki na m i n (np. m, n większe od 0
i m+n pierwsza) lub przykłady wyrażeń postaci

(an+ cn+ b+ d− 1)!

(an+ b)!(cn+ d)!
,

(gdzie a, b, c, d są ustalone) przyjmujących wartość całkowitą
dla każdego n. Może uda Ci się udowodnić twierdzenia postaci jak
a, b, c, d są takie a takie, to jest dobrze, a jak są takie a takie, to jest źle.

Ciekawa byłaby też odpowiedź na pytanie, czy istnieją takie a, b, c, d, że
liczba

(an+ cn+ b+ d− 2)!

(an+ b)!(cn+ d)!

jest całkowita dla każdego n lub rozsądnie ogólny warunek na m i n
pociągający całkowitość liczby

(m+ n− 2)!
m!n!

.

Jarosław WRÓBLEWSKI

Magia liczby

Znana jest konstrukcja liczby mega pochodząca od Hugona Steinhausa
i liczby moser pochodząca od Leo Mosera. Liczba a w trójkącie to prostu
liczba aa. Liczba a w prostokącie to liczba a otoczona a trójkątami.

Liczba a w pięciokącie to liczba a otoczona a prostokątami. Liczba mega
to liczba 2 w pięciokącie. Moser to liczba 2 otoczona mega-kątem.

Skonstruujmy inną serię wielkich liczb. Dla dowolnych liczb naturalnych
b i n przyjmijmy

(b, 1, n) = b+ b+ . . .+ b
︸ ︷︷ ︸

n razy

= b©1 n.
Oczywiście znaczek ©1 zastępuje tu znak mnożenia.
Dla k> 2 przyjmijmy

(b, k, n) = b©k-1 b©k-1 . . . ©k-1 b
︸ ︷︷ ︸

n razy

= b©k n,
umawiając się, że działania wykonujemy „od tyłu” (tzn. od prawej
do lewej). Jak za pomocą liczb (b, k, n) oszacować z dołu i z góry liczbę
mega i moser? A może skonstruujecie inne liczby, które przydadzą się
w szacunkach?

Przemysław PANEK i W. S.
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Medaliści Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w latach 1978–2001

1978

medal Złoty Paweł Domański (Poznań) Liczby Fibonacciego
medal Srebrny Urszula Łach (Wodzisław Śląski) Równania
różniczkowe i niektóre ich zastosowania w fizyce

medal Brązowy Bogusława Grzywacz (Wrocław) Przekształcenie
afiniczne płaszczyzny na płaszczyznę w ujęciu analitycznym

1979

Z Dorota Kuchta i Piotr Ponikowski (XIV LO we Wrocławiu)
Równania diofantyczne pierwszego stopnia

S Marek Kubowicz (V LO w Krakowie) Równania funkcyjne
B Anna Brzezińska (III LO we Wrocławiu) Nierówności i ich
zastosowania

1980

Z Zbigniew Jelonek (II LO w Krakowie) Pewna analogia
S Robert Cozaś (V LO w Krakowie) Pewne równania rekurencyjne
i ich zastosowanie w teorii ułamków łańcuchowych

B Waldemar Hołubowski (LO w Mysłowicach) Inwersja

1981

Z Jarosław Wróblewski (XIV LO we Wrocławiu) Wokół kongruencji
w pierścieniu liczb algebraicznych całkowitych

S Jacek Rzeźnikowski (II LO w Bydgoszczy) Elementy geometrii
metrycznej

B Elżbieta Ziarko (LE w Wieliczce) Metryka miejska i jej
konsekwencje w planimetrii

1982

Z Mariusz Skałba (IV LO w Krośnie) O pewnym problemie
z elementarnej teorii liczb

S Janusz Kalinowski (XIV LO we Wrocławiu) Powierzchnie stopnia
drugiego i rysowanie kwadryk za pomocą komputera WANG 2200T

B Mirosław Matlęga (TB w Cieszynie) Rozcięcia powierzchni
jednostronnych

1983

Z Jacek Kaleta (LO w Świdnicy) Twierdzenie o pewnej szczególnej
metodzie całkowania

S Wojciech Wałecki (XIV LO w Warszawie) O błonach mydlanych
B Henryk Łukomski (ZSZ w Gliwicach) Negacje liczb n-cyfrowych
oraz otrzymywanie wyników negacji w układzie dziesiątkowym bez

zamiany na układ dwójkowy

1984

Z Michał Wojciechowski (XIV LO w Warszawie) O pewnym
rozkładzie figur środkowo symetrycznych

S Bogdan Pelc (LO w Mikołowie) Zastosowanie kongruencji
w znajdowaniu cech podzielności w dowolnym układzie liczbowym

B Joanna Karwowska (XX LO w Krakowie) Potęgowanie macierzy
czwórników

1985

Z Piotr Hajłasz (XIV LO w Warszawie) O pewnej metodzie
dowodzenia nierówności

S Bogdan Pelc (LO w Mikołowie) O pewnym niezmienniku
topologicznym wielościanów w przestrzeni n-wymiarowej

1986

Z Piotr Jędrzejewicz (Toruń) O pewnych własnościach przestrzeni
euklidesowych

1987

Z Andrzej Żuk (III LO we Wrocławiu) Opis izometrii wybranych
przestrzeni metrycznych

B Lucyna Dziedzic (LO w Działdowie) Teoria głodnej kozy

1988

Z Andrzej Daniluk (V LO w Krakowie) O pewnych
przekształceniach płaszczyzny

S Adam Czornik (I LO w Bytomiu) Twierdzenia Steinera
i Mascheroniego

1989

Z Krzysztof Oleszkiewicz (LX LO w Warszawie) Skacząc po
stożkowych

S Rafał Kapelko (III LO we Wrocławiu) Rachunek różniczkowy
i całkowy funkcji zmiennej naturalnej

B Katarzyna Trójca (I LO w Bytomiu) Granica złożenia funkcji

1990 – konkurs nie został ogłoszony

1991

Z Marcin Kasperski (IX LO w Warszawie) 27 zbiorów wypukłych bez
środka symetrii

S Grzegorz Zwara (IV LO w Toruniu) Wspólne punkty stałe
wielomianów komutujących

B Małgorzata Sęk (ZSZ w Wieliczce) Łamane spiralne

1992

Z Marek Pycia (I LO w Bielsku-Białej) Pewne nierówności
funkcyjne

B Krystian Witkowski (V LO w Krakowie) O pewnych ciągach
rekurencyjnych

1993

S Ilona Królak (LO Carolinum w Nysie) Symbol Newtona – inaczej
B Roman Wencel (TElek. w Opolu) Czytając Sierpińskiego

1994

S Piotr Wojciech Śniady (XIV LO we Wrocławiu) Geometryczne
dowody twierdzeń dotyczących ułamków Fareya

B Piotr Matusiewicz (THut.-Mech. w Ostrowcu Świętokrzyskim)
Ilustracja geometryczna najczęściej spotykanych średnich

algebraicznych

1995

Z Tomasz Osman (I LO w Kielcach) Wielowymiarowe uogólnienie
twierdzenia Bezouta

S Krzysztof Krupiński (I LO w Jeleniej Górze) i Karol Tokarczyk
(XIV LO we Wrocławiu) Nakładanie się wielu figur wewnątrz
wielokątów

B Rafał Łochowski (ZSElek. w Radomiu) Zależności między
zbieżnością i rozbieżnością pewnych szeregów

1996

Z Michał Stukow (I LO w Gdańsku) Krótka historia dowodu
pewnego twierdzenia

S Adam Osękowski (XIV LO w Warszawie) Zastosowanie liczb
zespolonych w zadaniach geometrycznych

B Tomasz Kowalski i Artur Wirowski (I LO w Łodzi) Cechy
podzielności liczb

1997

Z Grzegorz Kapustka i Michał Kapustka (V LO w Krakowie)
O pewnych własnościach parzystokątów wpisanych i opisanych

na okręgach

B Maciej Mostowski (XIV LO w Warszawie) O wielomianach
przyjmujących w liczbach całkowitych wartości będące kwadratami

liczb całkowitych

1998

S Michał Ślęzak i Michał Tkacz (V LO w Krakowie) Sfera dwunastu
punktów

B Jakub Gismatullin (XIV LO we Wrocławiu) O pewnych
własnościach sumy cyfr

1999

Z Jakub Onufry Wojtaszczyk (XIV LO w Warszawie) O liczbie
podziałów wielokąta wypukłego na równoległoboki

S Łukasz Kamiński i Paweł Rochman (IV LO w Toruniu) Sumy
ze współczynnikami Newtona

2000

S Piotr Sulich (II LO w Olkuszu) Obrót o kąt na płaszczyźnie:
zastosowania i własności

S Mirosław Żwiryn (XXVI LO w Łodzi) Wstęp do teorii
macierzy nD

2001

Z Juliusz Jabłecki (III LO we Wrocławiu) O pewnym równaniu
funkcyjnym

S Piotr Sulich (III LO w Olkuszu) i Maciej Zakarczemny (I LO
w Opolu) Analogia ciągu Fibonacciego i dowolnych rekurencji
liniowych

B Łukasz Brzyski (XII LO w Krakowie) Prosta Eulera i jej
własności

B Jan Kowal (ZSMech.-Elek. w Żywcu) Nie tylko cyrklem i linijką

vi



Rezultaty niektórych zwycięskich prac

Zbigniew Jelonek, Pewna analogia

Stożek to zbiór prostych mających wspólny punkt
(lub kierunek) i przecinających pewną krzywą
stopnia 2; stożek dualny to zbiór płaszczyzn mających
wspólny punkt (lub kierunek) i stycznych do pewnej
krzywej stopnia 2. Współstożkowość oznacza należenie
do tego samego stożka. W pracy podane są analityczne
warunki na to, by szóstka prostych (płaszczyzn) była
współstożkowa. Wynika z tego wiele geometrycznych
faktów, np.: elipsoida jest sferą wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje 6 płaszczyzn współstożkowych
przechodzących przez jej środek i wycinających z niej
przekroje o równych polach.

Jarosław Wróblewski, Wokół kongruencji
w pierścieniu liczb algebraicznych całkowitych

Liczby algebraiczne całkowite to pierwiastki
wielomianów

xn + cn−1x
n−1 + . . .+ c1x+ c0,

gdzie ci są całkowite; zbiór tych liczb oznaczmy
przez A. Zbiór liczb postaci a1p+ a2

√
p+ . . .+ an n

√
p,

gdzie ai są całkowite, oznaczmy przez Q. Dla a ∈ A
zapiszemy a ∈ (b1, . . . , bn)mod p, gdy (a− b1) · . . .
. . . · (a− bn) ∈ Q. Główny wynik pracy to twierdzenie
jeśli a1, a2 ∈ A oraz a1 ∈ (b1, . . . , bn)mod p
i a2 ∈ (d1, . . . , dn)mod p, to
(1) a1 + a2 ∈ (bi + dj)mod p
(bi + dj to układ złożony ze wszystkich możliwych sum
tej postaci dla 1 6 i, j 6 n);
(2) a1 · a2 ∈ (bi · dj)mod p;
co pociąga za sobą
(3) dla dowolnego wielomianu W (x, y)
o współczynnikach całkowitych

W (a1, a2) ∈ W (bi, dj)mod p.
Wynika z tego wiele konsekwencji, w szczególności np.
liczba (

√
6 +
√
19)1980 + (

√
6−
√
19)1980 jest liczbą

całkowitą, której ostatnią cyfrą jest 2.

Mariusz Skałba, O pewnym problemie z elementarnej
teorii liczb

W pracy znajduje się ulepszenie dowodu Andrzeja
Schinzla twierdzenia, że 7 jest jedyną liczbą pierwszą
spełniającą, przy naturalnych x i y, równanie

p = (2x2 − 1)/7 = 2y2 − 1
(patrz W. Sierpiński, Teoria liczb cz. II) oraz
uogólnienie tego faktu, a mianowicie
Dla i = 1, 2 trójmiany kwadratowe fi(x) mają
współczynniki wymierne; ∆i to ich wyróżniki, a Ai
to współczynniki przy x2. Jeśli ∆1∆2 jest kwadratem
liczby wymiernej oraz A1∆2 −A2∆1 6= 0, to istnieje co
najwyżej skończenie wiele takich liczb pierwszych p, że
p = f1(x) = f2(y) dla pewnych x, y całkowitych.

Ponadto podany został też algorytm znajdowania
wszystkich tych liczb pierwszych.

Michał Wojciechowski, O pewnym rozkładzie figur
środkowo symetrycznych

Praca powstała z okazji zamieszczonego
w Wiadomościach Matematycznych t. XXIII.I zadania:
Udowodnić, że jeżeli F jest płaską figurą ograniczoną,
mającą środek symetrii należący do niej, to nie można

jej rozłożyć na dwie rozłączne figury przystające.

Praca zawiera kontrprzykłady, a więc przykłady
figur spełniających założenia i dających się rozłożyć
na figury przystające, a nawet spełniające dodatkowe
warunki, jak spójność czy przeliczalność. W dalszej
części pracy jest dowód, że gdy zażądamy, aby
części, na które dzielimy, były nie tylko przystające,
ale jeszcze środkowo symetryczne, to podział będzie
już niemożliwy.

Krzysztof Oleszkiewicz, Skacząc po stożkowych

Praca poświęcona jest poszukiwaniu punktów
kratowych na stożkowych danych równaniami

x2 − kxy + y2 − k = 0,
gdzie k jest ustaloną liczbą całkowitą. Podstawowym
spostrzeżeniem jest fakt, że gdy punkt (a, b) leży
na tej stożkowej, to leżą na niej również punkty
(kb− a, b) i (a, ka− b), co – gdy jeden z punktów
jest kratowy – pozwala znajdować dalsze takie
punkty. Wszystkie znalezione przez powtarzanie tego
spostrzeżenia punkty to trajektoria punktu (a, b).
Uzyskany wynik jest następujący:

• gdy |k| 6 2, punkty kratowe istnieją tylko
dla k = 0 (jeden, (0, 0)) i dla k = 1 (cztery,
(0, 1), (1, 0), (0, −1), (−1, 0)).
• gdy k > 3, punkty kratowe istnieją tylko dla k
będącego kwadratem liczby naturalnej i wtedy każdy
z nich należy do trajektorii pewnego z punktów
(0,
√
k), (
√
k, 0), (0, −

√
k), (−

√
k, 0).

• gdy k 6 −3, punkty kratowe istnieją tylko dla
k = −5; są to wówczas punkty z wszystkich
trajektorii następujących ośmiu punktów
(1, −2), (−1, 2), (−2, 1), (2,−1), (1, −3), (−1, 3),
(−3, 1), (3, −1).

Marek Pycia, Pewne nierówności funkcyjne

Nierówność funkcyjna to problem znalezienia
wszystkich funkcji, które spełniają dla wszystkich
swoich argumentów daną nierówność. W pracy
rozważana była nierówność

αf(s) + βf(t) 6 f(as+ bt),
gdzie f : (0, ∞)→ 〈0, ∞), stałe α, β, a, b są dodatnie
i a < 1 < b. Było to uogólnienie znanego (od niedawna)
wyniku dla α = a i β = b. Podstawowy rezultat pracy
to stwierdzenie: jeśli ta nierówność ma rozwiązanie
niezerowe, to ma rozwiązanie potęgowe. Pozwoliło
to na opisanie klas rozwiązań tej, jak też przeciwnej
nierówności.
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