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Rozwigzanie zadania M 1012.
Nie wprost. Zalézmy, ze spelnionych jest
(Z) nieréwnosci postaci
| @i, + Tip + Tigl® >
> @iy + Tig + Tig + Tig |

Zapiszmy te nieréwnoéci, uzywajac
iloczynu skalarnego (o) i zsumujmy

stronami:
7
. —1
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k=1 i<m
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+12(3) (3) 73 (@owm).
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Po drobnych uproszczeniach otrzymamy
7
Z (@ro@r)+ 2 Z (@o@m) < 0.
k=1 I<m
Ale lewa strona nieréwnosci to
@ + a2+ ... +a7|?!

Twierdzenie—wytrych
Zdzistaw POGODA

Istnieja twierdzenia, ktére mozna wykorzystywaé¢ do dowodu wielu innych
twierdzen, ktore niemal jak wytrychy radza sobie w przeréznych, wydawatoby
sie nietypowych, sytuacjach. Jednym z takich ,narzedzi” jest twierdzenie
Menelaosa. Podaje ono warunek na wspélliniowosé punktow lezacych

na prostych zawierajacych boki tréjkata. Przypomnijmy jego sformutowanie.

Twierdzenie (Menelaos). Trzy punkty X, Y i Z, lezace na prostych
zawierajacych boki tréjkata odpowiednio AB, BC' i C'A, sa wspolliniowe wtedy
i tylko wtedy, gdy spelniony jest nastepujacy warunek

(%) AX BY CzZ _ 4

XB YO ZA

a) b)
Rys. 1

Stosunek wektorow oznacza symbolicznie ich wspdlezynnik proporcjonalnoscei,
gdyz te z jednego ,utlamka” sg réwnolegle. Liczba —1 po prawej stronie
rownosci wskazuje, ze jeden z wyrdznionych punktéw albo wszystkie trzy leza
na przedtuzeniach bokéw, a nie na bokach.

Twierdzenie to nalezy do klasycznej geometrii, ale dawno juz znikto
z programow szkolnych. Dowdd jego jest bardzo prosty. Ograniczymy sie
do wersji ,,odcinkowej” twierdzenia.

Gdy punkty X, Y i Z sa wspolliniowe, to wystarczy zrzutowaé prostopadle
wierzcholki trojkata na prosta wyznaczona przez te punkty. Nastepnie
kazda z proporcji na podstawie twierdzenia Talesa zamieniamy na stosunek
dtugosci odcinkéw taczacych wierzchotki trojkata z ich rzutami prostokatnymi
i dostajemy zadana réwnosé. Zachodzi bowiem

AX o« BY b cZ ¢

XB b YC ¢ ZA a
Rozumowanie w druga strong jest typowe w takich przypadkach: niech bedzie
spelniony warunek (x) dla dlugosci (a wiec z jedynka po prawej stronie).
Prosta przechodzaca przez punkty X i Y wyznacza na prostej CA punkt 7.
Zgodnie z tym, co przed chwila pokazaliémy, punkty X, Y i Z’ spelniaja
warunek

AX BY CZ'
XB YC Z'A
cz Cz

7 obu tych réwnoéci wynika, ze i w konsekwencji Z = Z’, co wobec

ZA~ 7'A
wspotliniowosci X, Y, Z' dowodzi wspdtliniowosci punktéw X, Y i Z.
7 twierdzenia Menelaosa prosto wynika twierdzenie Cevy. Przypomnijmy je.

Twierdzenie (Ceva). Trzy proste przechodzace przez wierzchotki A, B
i C' dowolnego trdjkata i przecinajace boki AB, BC' i C'A odpowiednio
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w punktach X, Y i Z przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy
spelniony jest warunek

AX' BY . CZ _.
XB YO ZA

Tym razem wszystkie trzy wyrdznione punkty lezg na bokach tréjkata
(jak na rysunku 2) albo dokladnie dwa punkty leza na przedluzeniach.

Zalézmy, ze proste przecinaja sie w punkcie S. Zastosujemy twierdzenie
Menelaosa dwukrotnie: najpierw do trojkata AXC' i prostej przechodzacej przez
punkty Z, S'i B, czyli

AB XS CZ _ 4
BX SC ZA
a nastepnie do tréjkata X BC i prostej, na ktorej leza punkty A, Si Y, skad
XA BY CS _ 4
AB  YC SX
Jedli teraz pomnozymy ostatnie réwnosci stronami i skrécimy zbedne wyrazenia,
to dostaniemy teze.

)

Rys. 2

Czytelnik zechce sam sprawdzi¢, ze dowdéd w druga strone mozna poprowadzi¢
analogicznie jak w twierdzeniu Menelaosa.

Kolejnym twierdzeniem, ktére mozna udowodnié, postugujac sie ,wytrychem”,
jest bardzo wazne w geometrii rzutowej

Twierdzenie (Pappus). Na prostej [ wybieramy trzy rézne punkty A, B i C,
a na prostej I’ punkty A’, B’ 1 C'. Punkty X, Y i Z, o ile istnieja, powstale
odpowiednio w wyniku przecigcia prostych AB’ i A’B, AC" i A’C oraz BC'

i B’C sa wspolliniowe (rys. 3a, 3b).

Rys. 3a

Rozwigzanie zadania M 1013.
Niech P bedzie srodkiem sfery
ia@; = PM;. Wéwczas

STIMM? =3 (@ — @ 0 Wp—wy) =

k<l k<l Rys. 3b

— zn: (@ oW@—( zn: Tro i Wk) - Proste A’Y, C'B i B'A wyznaczaja tréjkat, ktérego wierzcholki oznaczmy
k=1 K, LiM. Do tego tréjkata oraz odpowiednio dobranych pieciu prostych
zastosujemy twierdzenie Menelaosa. Wyrdznione proste przechodza przez

k=1 k=1

2
<n-n—0=n".
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Rozwigzanie zadania F 587.
Czastka powinna dotrzeé¢ do takiego
punktu, w ktérym sily dzialajgce na
tadunek ¢z od tadunkéw ¢; i g2 beda
réwne. Zatem w wigkszej odleglosci
dziatanie tadunku ¢1 bedzie silniejsze:
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dla |g2| > |q1], v = 0 dla |g2| < |q1]-

nastepujace tréjki punktéw {Y,C’, A}, {A', B, X}, {C, Z,B'}, {C, B, A},
i {A,C’, B'}. Mamy wiec odpowiednie zaleznosci:

LY MC KA _ 4 LA MB KX _ 4
—
YM CK AL A'M  BK XL
ILC MZ KB
CM ZK PBL
LC  MB KA _ 4 LA MC~ KB
CM BK AL AM CK BL

) )

=-1

3

=—1

Jesli teraz pomnozymy pierwsze trzy stronami i podzielimy przez iloczyn
ostatnich dwbch, to dostaniemy réwnoséé
LY MZ KX _ 4
YM ZK XL
co oznacza, ze punkty X, Y i Z sa wspolliniowe.

Innym waznym twierdzeniem w geometrii rzutowej jest twierdzenie Desarguesa.
Ono réwniez moze by¢ udowodnione za pomoca twierdzenia Menelaosa.
Twierdzenie Desarguesa mozna wypowiedzie¢ na przyktad tak:

Twierdzenie (Desargues). Jesli proste przechodzace przez pary wierzchotkéw
Ai A", BiB oraz CiC" tréjkatéw ABC i A’B’'C’' przecinaja si¢ w jednym
punkcie, to punkty przeciecia prostych zawierajacych boki AB i A’B’, AC

i A/C" oraz BC' i B'C' — o ile istniejg — sg wspotliniowe.

Rys. 4

Oznaczmy przez O punkt przeciecia prostych przechodzacych przez wierzchotki
i, odpowiednio,
K — punkt przeciecia prostych zawierajacych boki AB i A’B’,
L — punkt przeciecia prostych zawierajacych boki AC i A'C”,
M — punkt przeciecia prostych zawierajacych boki BC' i B'C".
Nastepnie zastosujmy twierdzenie Menelaosa do tréjkata ACO i trojki
punktéw {L, C’, A'}, do tréjkata BAO i tréjki {K, A’, B’} oraz wreszcie
do tréjkata C'BO i tréjki punktéw {M, B’, C'}. Dostaniemy zaleznosci
AL"  CC'  OA -] BK AA" OB -]
LC Co AA KA A0 BB
CM BB oC’
MB BO C'C
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=—1

Mnozac je stronami i wykonujac niezbedne skrécenia, dojdziemy do réwnosci
CM BK AL _ _q
MB KA LC




Stosujac teraz twierdzenie Menelaosa do tréjkata CBA i trojki punktéw
{M, K, L}, stwierdzamy, ze punkty K, L i M leza na jednej prostej.

Te prosta nazywa sie osia perspektywy trojkatow, punkt O srodkiem
perspektywy. Dlatego tez twierdzenie Desarguesa mozna wypowiedzied
elegancko: jedli dwa tréjkaty maja srodek perspektywy, to maja rowniez os
perspektywy. Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne i moze Czytelnik
zechce sam sprobowaé je udowodnié.

Na koniec zastosujemy twierdzenie Menelaosa do jeszcze jednego waznego
twierdzenia z geometrii rzutowej — twierdzenia Pascala. Wypowiemy je w wersji
specjalnej dla okregu, pochodzacej prawdopodobnie od Pascala.

Twierdzenie (Pascal). Proste zawierajace przeciwlegle boki szedciokata
wpisanego w okrag przecinaja sie w punktach lezacych na jednej prostej (o ile
wspomniane proste maja punkty wspolne).

Rys. 5

Rozumowanie jest analogiczne jak w przypadku twierdzenia Pappusa, tylko
twierdzenie Menelaosa wykorzystujemy trzykrotnie, a nie pigciokrotnie.

Jesli przyjmiemy oznaczenia jak na rysunku, to stosujemy ,wytrych”

do tréjkata LMK i kolejno trzech tréjek punktéw {Y, Aa, A1}, {As, Az, X}
i{As, Z, Ag}. Mamy odpowiednio

LYy MA, KA _ LA,  MA; KX _
YM AK AL A M A K XL
LA; MZ KAq
AM 7K AL

=—1.

Jak we wszystkich poprzednich przykladach, mnozymy réwnosci stronami
i skracamy co sie da, ale tym razem wykorzystujemy jeszcze zaleznosci

KA, KAy = KAs - KAs,
LA, -TA; =LA, - LA,
MA; - MA, = MA, - MA; .

Dla Czytelnika znajacego wlasnosci potegi wzgledem okregu sa to rownosci
oczywiste. Czytelnik nieznajacy tego pojecia bez wiekszych probleméw powinien
sam je wykaza¢, wykorzystujac wlasnosci okregu i np. tréjkatéw podobnych.

Po skréceniu z zalezno$ci

LY MZ KX _ 4
YM ZK XL

i, oczywiscie, z twierdzenia Menelaosa mamy teze.

Pokazalidmy kilka zastosowan jednego z troche juz zapomnianych twierdzen
klasycznej geometrii do dowodu najwazniejszych twierdzen geometrii
rzutowej. By¢ moze Czytelnik zechce wskazaé jeszcze inne zastosowania tego
twierdzenia—wytrychu.
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