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® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
- lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2003

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 453, 454
Redaguje Marcin E. KUCZMA

453. Rozwiazac uklad rownan

22 4+ 3y = u?
Y2+ 3z =12

w dodatnich liczbach catkowitych x, y, u, v.

454. Znalez¢ taka stala C, by dla kazdej liczby naturalnej n oraz dla kazdego

Croléwka ligi zadaniowej uktadu liczb rzeczywistych ay, ..., a, > 0 zachodzita nieréwnos¢
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan 1 2

441 (WT = 2,84) i 442 (WT = 2,12)

z numeru 5/2002
Barttomiej Dyda — Wroctaw 42,04
Tomasz Rawlik  — Braunschweig 42,00

Piotr Kumor — Olsztyn 41,74

a; a1 +a
(im mniejsza stala C, tym wyzsza ocena za rozwiazanie).

1 1 1
—  LC|{=—+—+...+—
ai + ...+ an ai  as an

Zadanie 454 (z podana przykladowa wartoscia stalej C') zaproponowal

Marcin Peczarski — Latchorzew 38,65 pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/2002

445. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R spelniajace dla z,y € R
réwnanie

f(f(x—y)) = flz) = fy) + f(2)f(y) — zy.

445. Niech f bedzie funkcja spelniajaca to réwnanie.

Oznaczmy zbidr jej wszystkich wartosci przez W oraz

przyjmijmy f(0) = c. Dla y = 0 réwnanie przybiera postaé
f(f(x) = f(x) —c+cf(x),

co mozna zapisaé jako

(1) fw)y=(c+Hw—-c dla weW.

W szczegdlnoéci f(c) = ¢®. Podstawiajac w zadanym

réwnaniu x = y otrzymujemy stad

(2) f@)? =24+ dla zeR.

Podnosimy (1) do kwadratu i uwzgledniajac wzor (2)

dostajemy po redukcji

(3) (® 4+ 20)w” = (26 +20)w  dla w € W.

Przypuéémy, ze ¢ # 0; woéwczas z réwnosei (1) wynika,

ze 0 ¢ W. Dzielimy réwnanie (3) przez cw, otrzymujac

w wyniku (¢ 4 2)w = 2¢ + 2 dla wszystkich w € W.

To znaczy, ze zbiér W jest jednoelementowy, czyli

f jest funkcjg stala. Ale zadna funkcja stala nie spelnia

wyjéciowego réwnania.

W takim razie ¢ = 0. Wykazemy, ze W = R. Wezmy
dowolng liczbe y € R. W wyjsciowym réwnaniu
podstawiamy x = 0, otrzymujac f(f(—y)) = —f(y).
7 réwnania (2) mamy za$ f(y)? = y*; wobec tego

y=f(y) b y=—f(y)=f(f(-y)).
W kazdym przypadku y € W.
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Przypominamy tres¢ zadan:

446. Liczby catkowite a, b sa zwigzane réwnoécig
20® + a = 3b° +b.

Dowie$¢, ze réznica a — b jest kwadratem liczby catkowitej.

Zatem istotnie W =R. Wzér (1) daje ostateczna
odpowiedz: f(z) = x dla wszystkich x € R. Jest to jedyna
funkcja spelniajaca rozwazane rownanie.

446. Przeksztalcamy dang réwnosé:

(4) v =2a"—-20"+a—b=(a—b)(2a+2b+1).
Kazdy dzielnik pierwszy réznicy a — b jest, jak widag,
dzielnikiem liczby b, zatem takze i liczby a; nie jest

wiec dzielnikiem liczby 2a 4 2b + 1. To znaczy, ze

w rozktadzie liczby a — b wystepuje w takiej samej potedze,
jak w rozkladzie liczby b?, czyli w potedze parzystej.

Stad wniosek, ze liczba a — b jest albo kwadratem liczby
catkowitej (teza zadanial) albo ,minus kwadratem” —

a w takim przypadku czynnik 2a 4+ 2b + 1 jest, wobec (4),
takze ,minus kwadratem”:

(5) a—b=—-c, 2a+2b+1=-d"

Pozostaje wyeliminowaé ten przypadek. Przypusémy wobec
tego, ze zachodza zwiazki (5). W drugim z nich mamy

po lewej stronie liczbe nieparzysta; zatem d> = 1 (mod 8),
skad 2a + 2b = —2 (mod 8), czyli a + b= —1 (mod 4).
Zatem liczby a i b sa réznej parzystosci; z pierwszego
réwnania (5) wnosimy, ze a — b= —1 (mod 4). Dodajemy
uzyskane zwiazki: 2a = —2 (mod 4). To pokazuje, ze

a jest liczba nieparzysta; b jest wiec liczba parzysta

i mamy sprzeczno$¢ z rownaniem danym w tresci zadania.
Sprzeczno$é¢ konczy dowdd.



Zadania z fizyki nr 350, 351
Redaguje Jerzy B. BROJAN

350. Na gtadkiej poziomej powierzchni stoi miotacz o masie M,
poczatkowo nieruchomy. Jesli praca mie$ni miotacza w czasie rzutu jest
ustalona, to pod jakim katem a do poziomu miotacz powinien wyrzucié¢ kule

o masie m, zeby zasieg rzutu byl maksymalny? Pominaé rozmiary miotacza

Termin nadsylania rozwiazan:

31 111 2003 ) OPOT powietrza.

351. Swiatlo sloneczne przechodzi prostopadle przez szczeling o wymiarach

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
336 (WT = 1,15), 337 (WT = 1,00),
338 (WT = 2,75) i 339 (WT = 2,70)
z numeréw 4/2002 i 5/2002
Aleksander Surma — Myszkéw 42,81

Andrzej Idzik — Bolestawiec 25,76
Tomasz Wietecha — Tarnéw 14,00

3 x 60 mm i tworzy ,zajaczka” (rys. 1) na ekranie w zaciemnionym
pomieszczeniu. Podaé przyblizona wartosé odlegltosci ekranu od szczeliny.
Pozostale niezbedne dane wziaé z tablic.

Uwaga: wielkos$¢ rysunku nie odpowiada rzeczywistosci, wiec nie nalezy sie
kierowac jego ogdélnym rozmiarem.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/2002
Przypominamy tres¢ zadan:

342. Czy mozna tak ustawi¢ dwie radiowe anteny nadawcze i dobra¢ przesunigcie fazy miedzy
sygnalami emitowanymi przez nie, aby natezenie promieniowania wynosito 0 w kierunkach
péinocnym i wschodnim (i tylko w tych dwdéch kierunkach), a bylo maksymalne w kierunkach
poludniowym i zachodnim? Kazda z anten osobno wysyta fal¢ harmoniczng o danej dlugosci A
jednakowo we wszystkich kierunkach poziomych (np. anteny sg pionowymi masztami), a natezenie
ich promieniowania jest jednakowe.

343. a) Na szescian o boku a = 5 cm wykonany ze szkla o wspélczynniku zalamania n = 1,5 pada

pod niewielkim katem e promien $wiatta (rys. 2). Poda¢ wzér na warto$é przesuniecia réwnoleglego

Rys. 1 tego promienia.

b) W jednej z metod szybkiego filmowania zamiast migawki stosowany jest obracajacy si¢ szescian,

umieszczony miedzy obiektywem a tasmg filmowa. Tasma porusza si¢ wtedy ruchem jednostajnym,

a jednostajny obroét szescianu powoduje, ze kazdy kolejny obraz jest wzgledem niej nieruchomy.

- - Jesli szeScian opisany w punkcie a) wykonuje f = 200 obrotéw na sekunde, to z jaka predkoscia
2 powinna przesuwaé si¢ tasma?
c) Jakie zalety moze mieé zastosowanie takiego urzadzenia zamiast tradycyjnego mechanizmu
Rys. 2 chwytakowego, w ktérym film porusza si¢ ruchem skokowym?

342. Sktadajac dwa drgania harmoniczne o jednakowej
amplitudzie A z przesunieciem fazy ¢
Asin(wt) + A sin(wt + ) = 2A cos(p/2) sin(wt + ¢/2),
otrzymujemy — jak widaé¢ — drganie o amplitudzie
réwnej 2A|cos(¢/2)|. W naszym zadaniu wystepuja
dwa zZrodla przesuniecia fazy — jedno wynika
7 przesuniecia przestrzennego, czyli

1 = 2mwd cos af\
(gdzie d jest odlegloscia miedzy antenami, a o — katem
kierunkowym, zob. rys. 3), natomiast szukane
dodatkowe przesunigcie fazy oznaczmy jako ps.

Rys. 3

Zerowa warto$¢ natezenia fali wypadkowej wystepuje
w kierunkach okreslonych warunkiem

p =2ndcosa/\+ g2 =m, 3T, 5. ..

15

a maksymalna warto$¢ — w kierunkach okreslonych
warunkiem

p=2ndcosa/A+ o2 =0,2m,4m ...

Poniewaz warunki te sa ,nieczule” na odbicie

a — —a, wiec widaé, ze anteny nalezy
przesunaé wzgledem siebie wzdluz osi péinocny
wschoéd—potudniowy zachdd i w pierwszym wzorze
podstawié¢ a = 45°, a w drugim — o = 135°.
Warunki zadania beda spelnione, jesli

w2 =7/2,  d/Xx=+2/4.

343. a) Dla malych ¢ kat zalamania jest réwny

w przyblizeniu £/n, a kat odchylenia promienia od
kierunku poczatkowego — (1 — 1/n). Stad na drodze a
przesuniecie promienia wyniesie ag(1 — 1/n).

b) Poniewaz predkosé katowa szeScianu wynosi 27 f,
wiec ,szybko$é przesuwania si¢ promienia” (szybkosé
tasmy) jest réwna

2ma f(1—1/n) =20,9 m/s.
¢) Jednostajny ruch tasmy przebiega bez szarpania,
a wiec moze by¢ znacznie szybszy od ruchu skokowego.
To samo dotyczy ruchu obrotowego szescianu, jesli
poréwnamy go z tradycyjng migawka.



