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O ROZNYCH SUMACH POTEG

Dzi$ kolej na rézne sumy trzynastych poteg.
Ro6zne sumy, czyli przypadki, kiedy sumy rowne byé
nie moga.

Oto zadanie z Obozu Naukowego Olimpiady
Matematycznej w Zwardoniu z roku 2001.

Zadanie. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania

1B pl3 L o183 18— 513
w liczbach catkowitych nieujemnych

a,b,e,. ... .. , Y, 2 < 100.
Uwaga. W réwnaniu wystepuje 26 niewiadomych.
Rozwigzanie: Odnotujmy najpierw, ze rownanie
ma trywialne rozwiazania, w ktérych jedna z liczb

a,b,c,...,y jest rowna z, a pozostale sa zerami.
Dla innych rozwiazan zachodzi nier6wnosé

z_13_a13+bl3+cl3+...+y13
12

? <a+b4+c+...+y
Ponadto z malego twierdzenia Fermata wynika
podzielnogé 2-3-5-7- 13| A3 — A, czyli 2730|A® — A
dla dowolnej liczby catkowitej A. Stad
at+btct.. . Fy=aB+B3 B4 4y =

= 2! = 2(mod 2730),
co daje
a+b+cH+...+y=>2+2730 > 2730

wbrew zatozeniu, ze a +b+c+ ...+ y < 2500.

Jak widzimy z powyzszego rozwiazania, otrzymalidmy
twierdzenie méwiace, ze trzynasta potega liczby

nie wigkszej od 100 nie daje si¢ w nietrywialny sposéb
rozlozyé na sume co najwyzej 25 (mozna to tatwo
zwiekszy¢ do 28) trzynastych poteg.

Nie sposéb nie przymierzy¢ jako wykltadnika
przecudnej liczby 37 (o trzydziestu siedmiu
jej wlasnosciach mozna byto przeczytaé

w Gammalimatiasie na przelomie tysiacleci).

0t67 z malego twierdzenia Fermata wynika
podzielnogé 2-3-5-7-13-19-37|A%7 — A, czyli
1919190|A37 — A dla dowolnej liczby catkowitej A.
To dowodzi na przyktad, ze 37-mej potegi liczby
mniejszej od 1000 nie mozna rozlozy¢ na sume mniej
niz 1920 37-mych poteg.

Skoro niniejszy Gammalimatias ma numer 61, wypada
napomknac tez o sumach 61-szych poteg.

Z malego twierdzenia Fermata wynika podzielnoéé
2:3-5-7-11-13-31-61|A% — A, czyli
56786730| A%! — A dla dowolnej liczby catkowitej A.

Tak wiec 61-sza potega liczby mniejszej od 1000
nie daje si¢ nietrywialnie przedstawi¢ jako suma mniej
niz 56787 61-szych poteg.

7 kolei podzielnoéé 1703601900 A% — A% pokazuje, ze
62-ga potega liczby mniejszej niz 1000 nie rozklada sie
na sume mniej niz 1704 62-gich poteg.

Innym tego typu wykladnikiem jest 73, gdzie mamy
140100870/ A7 — A.

Ciekawy jest tez przypadek 16-tych poteg. Otdz

16-ta potega liczby parzystej jest podzielna przez 64
(tak nudne to spostrzezenie, ze pewnie ziewasz,

Drogi Czytelniku). Natomiast 16-ta potega liczby
nieparzystej przy dzieleniu przez 64 daje reszte 1.
Whiosek stad, ze w jakiejkolwiek rownosci sum
16-tych poteg, liczby nieparzystych sktadnikow po obu
stronach daja przy dzieleniu przez 64 te sama reszte.

Przypudémy, ze szukamy rozktadu 16-tej potegi
na sume co najwyzej 63 16-tych poteg. Wobec tego
mozliwe sa dwa przypadki:

a) 16-ta potega, ktéra chcemy rozlozy¢, jest
parzysta. Wowczas w szukanej sumie wszystkie
sktadniki sa parzyste, mozna wiec wszystkie liczby
podzieli¢ przez 2, sprowadzajac problem do nastepnego
przypadku.

b) 16-ta potega, ktéra chcemy rozlozyé, jest

nieparzysta. Wtedy w szukanej sumie 16-tych poteg

dokladnie jeden skladnik jest nieparzysty. Mamy wiec
AlG _ B16 N .

gdzie A 1 B sa nieparzyste, a kropki oznaczaja sume

16-tych poteg liczb parzystych. Mamy wdwczas
216|A16 _ Blﬁ

czyli

219](4% 1 BY) (AL+ BY) (4% B?) (A+ B) (A- B)
Kazda z liczb A% + B®, A* + B*i A% 4 B? jest
parzysta, ale nie jest podzielna przez 4. Mamy wiec
2"|(A+ B)(A-DB),
przy czym jedna z liczb A+ B i A — B jest parzysta
niepodzielna przez 4, a druga jest podzielna

przez 22, Stad juz nietrudno otrzymaé nieréwnosé
A > 211 =2048.

W istocie udato mi si¢ roztozyé liczbe 20911°
na sume 51 16-tych poteg liczb catkowitych dodatnich.

Identyczne rozumowanie pokazuje, ze liczba, ktorej
32-ga potega rozklada si¢ na sume nie wiecej niz 127
32-gich poteg, musi by¢ wieksza niz 2326 = 226 =

= 67108864.

Podobnie liczba, ktorej 64-ta potega rozklada sie

na sume nie wiecej niz 255 64-tych poteg, musi by¢
wieksza niz 26477 = 257 a to juz jest liczba 18-cyfrowa.

Korespondencj¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
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