Wszystko ze sznurka

Wielu uczniéow i studentéw niepokoi sie, gdy jakies
pojecie ma wiele definicji. Powstaje wtedy problem,
ktora z tych definicji jest najwazniejsza. Pytanie to —
aczkolwiek bez sensu — jest psychologicznie zrozumiale:
bytla sobie kiedy$ jedna definicja, a z niej powstaly
nastepne. Niekiedy przywilej bycia najwazniejsza
definicja przyznawany jest definicji najprostszej

(co daje czesto nowy problem: co jest najprostsze?).

Ale nie dyskutujmy problemu ogdélnego. Zatrzymajmy
sie na elipsie, ktéra faktycznie ma wiele porecznych
definicji. Mnie najlepsza wydaje sie definicja
stereometryczna, méwiaca, iz elipsa to wynik spotkania
stozka z plaszczyzng tworzgcq z jego osiq kqt wiekszy
niz tworzqce, zeby zacytowac¢ XVII-wieczne dzieto
Desarguesa.

Jednak wielu moich kolegéw ma plaski umyst

i koniecznie chce sprawy krzywych ptaskich
traktowac planimetrycznie, jakby przestrzen nie
istniala. Tu tez mam swdéj typ i sprobuje przekonad
Czytelnikéw, ze jest to typ trafny. Spelnia on bowiem
wszystkie przytoczone wyzej (i jeszcze inne) kryteria
doskonalosci. Uzyskuje sie z niego inne definicje
bardzo elementarnie.

Ta definicja jest opis konstrukeji za pomoca sznurka

i dwoch gwozdzikéw, do ktorych przywiazane sa jego
konce: rysujemy na plaszczyznie te punkty, ktore
uzyskamy naciagajac sznurek. Czyli jest to zbior
punktow, ktérych suma odleglosci od dwoch danych
punktéw Fy i Fy (zwanych ogniskami) jest stala;
oznaczmy ja 2a. Odlegloéé¢ Fy Fy musi by¢ mniejsza od
2a, bo inaczej nie przywiazemy sznurka — niech wiec
bedzie Fy F> = ¢ - 2a, gdzie liczbe €, zawarta miedzy
zerem i jednosScia, nazywa sie mimosrodem.

Zmajac szkolny wzor kosinuséw, otrzymujemy stad natychmiast opis elipsy
uzywany przez Keplera (rys. 1). Mamy

Stad

r? + (2a8)? — 2 -7 - 2ae - cos p = (2a — r)?.

r? + 4a*c® — drae cos = 4a® — 4ra + r?

i dzielac stronami przez 4a, otrzymujemy r(1 — e cos ¢) = a(1 — &2), czyli
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Rys. 1 a wiec rownanie elipsy w uktadzie biegunowym.

Opis za pomoca kierownicy nie wymaga juz niczego poza jej wskazaniem: dla

niz F5 i odlegla od Fj o

ogniska F} jest to prosta prostopadla do prostej F} Fy, po przeciwnej stronie
a(l —&?)

. Mamy wtedy (rys. 2)
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Zatem stosunek odleglosci punktéw elipsy od ogniska i kierownicy jest staly.
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Wreszcie rownanie we wspolrzednych kartezjanskich. Niech ogniska maja

wspélrzedne (—ae, 0) i (ag, 0) (rys. 3). Zapiszmy diugosé sznurka:

Rys. 2 Vi +ae)2+ 42 +/(z — ae)? + 42 = 2a,
czyli
(x+ag)?> +y%=2a—+/(xv—ae)? +y>.
(z.9) Stad
22 + 2aex + a’e? + % = 4a® + 2% — 2aex + a®? + % + 4a\/m,
ex —a=+/(z—ae)?+y?,
22?2 — 2aex + a? = 2% — 2aex + a?e? + 42,
(=as,0) (az,0) (1 -e*) +y* =d*(1—-¢?)
i ostatecznie ) ,
% n ﬁ — 1.
Rys. 3 Jak widaé, ze sznurka wszystko natychmiast wynika.
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