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Wyniki pomiaréw

W szkole uczymy sie, ze lepszy wynik uzyskamy, gdy zamiast pojedynczego
pomiaru wykonamy cala ich serie, a za koncowy rezultat uznamy srednia
arytmetyczna indywidualnych pomiaréw. Dodatkows zalety tej procedury jest
mozliwo$é oszacowania niepewnosci pomiarowych (rozrzutu), zwanych dawniej
bledami pomiaréw. W szkole, ale i w prawdziwych laboratoriach badawczych,
zwykle wykonujemy pomiary w kilkuosobowych zespotach. Okazuje sie, ze
odczytywanie tego samego wyniku przez rézne osoby niekoniecznie daje takie
same rezultaty. Procedura usredniania, jak mozna podejrzewaé, powinna w jakis
sposob przyczyniaé sie do tego, aby rezultat koncowy byl mozliwie obiektywny,
tj. mozliwie najbardziej zblizony do wartosci prawdziwej. Pachnie to jednak
troche poznawaniem praw Przyrody za pomoca glosowania.

Zmienne losowe i centralne twierdzenie graniczne

Wyobrazmy sobie nastepujace zadanie: policzy¢ karpie
w stawie hodowlanym. Zeby wykonaé je rzetelnie,
nalezaloby spusci¢ wode ze stawu, ,,odcedzi¢”

karpie, policzy¢ je, a w koncu przywroécié stan
poprzedni. Takie postepowanie mogloby bardzo
zaszkodzi¢ naszej hodowli, nie méwiac juz o kosztach
jej przeprowadzenia (no i gdzie przechowad te
wode?). Musimy wiec uciec si¢ do sztuczki: najpierw
wylawiamy pelng sie¢ ryb, a te, ktore sa karpiami,
specjalnie znakujemy. Wszystkie ztowione ryby
wpuszczamy z powrotem do stawu, a po pewnym
czasie, np. na drugi dzien, ponawiamy poléw

i sprawdzamy, jaki utamek wylowionych powtérnie
karpi stanowia te oznakowane. Na podstawie tych
danych oraz positkujac sie¢ hipoteza, ze ryby znaczone
dobrze wymieszaly si¢ z pozostalymi, mozemy juz
oszacowac liczbe karpi w naszym stawie. Jesliby
jednak przyszlto nam do glowy wykonaé¢ podobny
pomiar kilka dni p6zniej, a nawet w tym samym
czasie, lecz w innej czesci stawu, to otrzymalibySmy
inny wynik. Jesli tak, to ktéry z nich bylby poprawny?
Klopotliwe pytanie.

Wynik pomiaru jest zmienng losowg. Nawet, jesli
uwierzymy, ze od czasu znakowania do polowu
kontrolnego nie zmienila sie ilo$¢ karpi (zaden nie
zdechl, nic nie padlo tupem klusownikéw), to i tak
za kazdym razem mozemy uzyskaé¢ inny rezultat.
Sktada si¢ na to szereg czynnikéw, bedacych poza
nasza kontrola. Czujemy jednakze, czysto intuicyjnie,
ze $rednia 7z kilku pomiaréw da nam wynik blizszy
prawdy niz pomiar pojedynczy. Przez chwile darujmy
sobie uzasadniona, lecz kasliwa uwage, ze ta Srednia
moze okazac sie liczba niecatkowita. . .

Nasza intuicje znakomicie wzmacnia centralne
twierdzenie graniczne, bedace wybitnym

i niekwestionowanym osiggnieciem galtezi matematyki
o nazwie rachunek prawdopodobienstwa. Orzeka ono,
ze jesli mamy ciag niezaleznych zmiennych losowych
X1, Xo, X3,... 0 jednakowych rozkladach, ktérych
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wartosci Srednie 1 wariancje istnieja (to znaczy maja
skonczona wartosé), to ciag nowych zmiennych
losowych
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($rednie arytmetyczne) ma granice. Zmienna losowa
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ma przy tym wartos¢ $rednia rowna wartosci $redniej
zmiennej X;. Co wiecej, rozktad, do ktérego zdaza
ciag zmiennych Y}, jest gaussowski (normalny).
Zamiast X7 moglibyémy wypisa¢ nazwe ktorejkolwiek
ze zmiennych z rodziny X;, gdyz maja one identyczne
rozklady, a wiec takze wartodci sSrednie i wariancje.
Autor usilnie nalega, aby zwréci¢ uwage na zatozenie:
zmienne losowe X; maja mie¢ skonczone wartosci
$rednie i wariancje. Zalozenia twierdzenia mozna
ostabié¢, nie wymagajac, aby zmienne X; mialy
identyczne rozktady.

Przeklad centralnego twierdzenia granicznego na jezyk
zrozumialy dla eksperymentatoréw jest tatwy: srednia
arytmetyczna serii pomiaréw coraz lepiej odtwarza
rzeczywista wartosé srednia wielkosci mierzonej

w miare wzrostu liczby pomiaréow. Sa jednak dwa

haczyki:

e twierdzenie nie méwi nic o szybkosci zbieznosci,

e zbieznosé jest w sensie prawdopodobienstwa.
Oznacza to, ze w miare wzrostu k — liczby
indywidualnych pomiaréw — prawdopodobienstwo
duzych odchylen od prawdziwej wartosci sredniej
maleje do zera. Nie oznacza to w zadnym wypadku,
ze kazdy nowy pomiar zbliza nas do prawdziwej
wartosci Sredniej albo ze to zblizanie si¢ nastepuje
stale .z jednej strony”, tj. od dotu albo od géry;
moga, a nawet powinny, wystapi¢ zaktdcenia.

Mamy wiec problem: érednia z, powiedzmy,
10 pomiaréw wcale nie musi by¢ blizsza rzeczywistosci,



niz np. $rednia z 6 pomiaréw. To ile wladciwie
pomiaréw powinnismy wykonaé¢? Dobra wskazdwke
daje nam tu drugie wazne twierdzenie rachunku
prawdopodobienstwa, mianowicie nieré6wnos¢é
Czebyszewa, prawdziwa dla dowolnej zmiennej
losowej X, ktérej wartosé srednia (X)) i wariancja o
sa skoniczone:
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Kladac a = no(X;) oraz przepisujac nieréwnosé
dla zmiennej losowej Y}, ktérej wariancja wynosi
o2 (X
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otrzymamy

P([Ye — (Y)| > no) < dla n > 0.

kn?
Niestety, ocena ta jest zwykle mocno pesymistyczna

i, co gorsza, nie daje sie poprawié¢, gdyz istnieja

takie zmienne losowe, dla ktérych powyzsza
nieréwnosé staje sie rownoscia. Jesli jednak
pracujemy ze zmiennymi X; o rozkladzie normalnym
(gaussowskim), to sytuacja jest o wiele lepsza.
Najczesciej jednak wcale nie mamy pewnosci, ze nasze
zmienne losowe maja rozklad normalny. . .

W naszym przykladzie z karpiami zalozenia
twierdzenia sg spelnione, prawdziwa musi wiec tez
by¢ teza. Ilo$¢ ryb jest tak naprawde ustalona, choé¢
nieznana, jest to wiec niezupelnie ,prawdziwa”
zmienna losowa (takie ,patologiczne” zmienne losowe
nazywamy deterministycznymi). My jednakze wcale
nie badamy bezposrednio ilosci ryb, lecz pewne
zmienne losowe bedace estymatorami tej wielkosci —
i do nich stosujemy centralne twierdzenie graniczne.

Estymatory

Wynik pomiaru, jak stwierdziliémy wczesdniej,

jest zmienna losowa. Mozemy te zmienng nazwaé
estymatorem badanej wielkoéci fizycznej. Inna
metoda pomiaru tej samej wielkosci fizycznej albo
inna procedura przetwarzania surowych wynikéw

to jednoczeénie inny estymator. Chcialoby sie, zeby
estymator uzywany przez nas byt mozliwie najlepszy,
cokolwiek to znaczy. Tymczasem znane sa trzy
cechy, ktore charakteryzuja jako$é estymatorow.
Dobry estymator powinien by¢ zgodny, nieobcigzony
i efektywny.

Omoéwimy te cechy kolejno:

e estymator jest zgodny, gdy w miare zwickszania
liczby pomiaréw jego warto$é srednia coraz lepiej
przybliza (w sensie prawdopodobienstwa) prawdziwa
wartosé. Srednia arytmetyczna jest (zazwyczaj)
takim estymatorem.

e estymator jest nieobcigzony, gdy szacuje badana
wielkos¢ raz z dotu, raz z géry — w sposob losowy.
Mozemy tez powiedzieé, ze estymator nieobciazony
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nie wprowadza niepewnoéci (dawniej: bleddw)
systematycznych.

e estymator jest efektywny, kiedy jego wariancja
jest niewielka. Estymator o najmniejszej mozliwej
wariancji nazywa sie najefektywniejszy.

Okazuje sie, ze znalezienie najefektywniejszego
estymatora, ktéry jednoczesnie bytby zgodny

i nieobciazony, nie zawsze jest mozliwe, mozna nawet
powiedzieé, ze zdarza sie raczej wyjatkowo.

Wykonujac dowolne pomiary fizyczne, jesteSmy
skazani na postugiwanie si¢ rozmaitymi estymatorami.
Nazywajac wartos¢ érednia estymatora wynikiem
pomiaru, i uznajac jednoczesnie, ze jego wariancja jest
jaka$ miara rozrzutu (albo jak kto woli: skupienia)
indywidualnych pomiaréw wokdét tejze wartosci
$redniej, podajemy koncowy rezultat pomiarow

w formie (dyspersja o, zwana réwniez odchyleniem
standardowym, jest pierwiastkiem z wariancji, o2):

wynik + dyspersja.

Przypomina to do ztudzenia forme rekomendowana
przez 7 miedzynarodowych organizacji, w tym ISO:

wynik + niepewno$é pomiarowa.

Zbieznosé ta nie jest przypadkowa, rzeczywiscie przez
niepewno$¢ pomiarowa, jesli nie zaznaczono inaczej,
rozumie si¢ wlasnie odchylenie standardowe.

Pora na komentarze

Widzac (cudzy) wynik w podanej wyzej postaci,
nalezy go rozumie¢ w sensie probabilistycznym,

czyli mniej wiecej tak: wyniki (dostatecznie

wielu) pomiaréw gromadza sie przede wszystkim
wokot liczby podanej jako ,,wynik”, a ich rozrzut
scharakteryzowany jest przez ,dyspersje”. W zadnym
wypadku nie oznacza to, ze kazdy indywidualny wynik
pomiaru miescil sie w przedziale

[ wynik — dyspersja, wynik + dyspersja |

Czesto spotyka sie stwierdzenie, ze w tym przedziale
miesci sie ok. 68% wszystkich pomiaréw, co generalnie
takze nie jest prawdziwe. Osoba, ktéra tak twierdzi,
zaklada bowiem, ze zmienna losowa opisujaca wyniki
pomiaréw ma rozklad normalny, co najczesciej

mija si¢ z prawda. Wracajac do naszego przykladu

ze zliczaniem karpi: jesli przypuscimy, ze ilosé karpi

w stawie podlega rozktadowi normalnemu, to tym
samym godzimy si¢ na nastepujace nonsensy:

e prawdopodobienistwo tego, ze ilos¢ karpi miesci sie
w przedziale [1470,2, 1470,7] jest rézne od zera —
a powinno byé¢ dokladnie rowne zeru,

e szansa, ze w stawie plywa ujemna ilos¢ karpi, takze
jest rézna od zera,

e najsSmieszniejsze jest to, iz prawdopodobienstwo
tego, ze w stawie znajduje si¢ jakakolwiek catkowita
ilog¢ karpi, jest zerowe!



Widzimy, ze model probabilistyczny wynikdw
pomiaréw jest daleki od ideatlu. Wartosé liczbowa,
uznana przez nas za ,wynik”, nie jest prawdziwa,
wartoscig badanej wielkosci fizycznej, lecz jedynie
jej oszacowaniem (estymata), a konkretnie wartoscia
$rednig ze (skonczonej) serii wykonanych pomiardw.
Podobnie ,dyspersja” jest dyspersja wynikéw w, jak
mowimy, pobranej prébie, a nie dyspersja badanej
wielkosci fizycznej.

Uzywajac modelu probabilistycznego potrafimy
odpowiadaé¢ na pytania w rodzaju: jaka jest szansa,
ze badana wielko$é naprawde miesci sie w przedziale
[x1, 22]? Powiedzmy, ze ta szansa jest réwna akurat
0,986. Czy taka odpowiedz rzeczywiscie nas zadowala?
Czy potrafimy w sposob obiektywny powiedzieé¢, czy
ta szansa jest duza czy mala? Pomy$lmy tylko, jaka
w XIII wieku byla szansa spotkania czlowieka, ktory
zgodzitby sie z twierdzeniem, ze Ziemia jest plaska?
7 pewnosciag wieksza niz 0,986, a jednak my dzis
wiemy na pewno, ze Ziemia nie jest plaska.

Fizyk powinien dobrze wiedzieé, co mierzy i jaka
procedura pomiarowa (i opracowania danych) jest
odpowiednia do postawionego zadania. Jesli chce
zastosowacé standardowa procedure usredniania
wynikow, to najpierw powinien sie upewnic,

czy ma to sens, to znaczy czy badana zmienna
losowa spelnia zalozenia centralnego twierdzenia
granicznego. Nawet jesli tak jest, to mimo wszystko
mozna si¢ natknaé na nieoczekiwane komplikacje.
Przypuséémy, ze w prébee piasku nalezy okresli¢
$rednia wielko$¢ ziaren, ale przeznaczona do badania
prébka zostala przygotowana w sposob ztoliwy,
przez staranne wymieszanie dwoch wyraznie réznych
rodzajow piasku, w nieréwnych iloéciach. Jesli

nie wezmiemy tego faktu pod uwage, a jedynie
mechanicznie wykonamy mréwcza prace, to
otrzymamy wynik o niewyttumaczalnie wielkiej
dyspersji, np. pieciokrotnie wigkszej niz wartoscé
$rednia.

Czy to zawsze dziata?

Najgorsze zostawiliSmy na koniec. Niestety, zdarzaja sie przypadki, kiedy

procedura usredniania wielu pomiaréw najzwyczajniej zawodzi. Gdyby ktos

np. chcial badaé¢ srednig dlugosé trasy pokonywanej przez albatrosa pomiedzy
ladowaniami, spotkalby sie z czyms niezwyklym. Zwykle albatros zeruje

w pewnej okolicy, ale od czasu do czasu wykonuje bardzo dtugie przeloty

do odlegtych wysp, przyznajmy, ze niekoniecznie dobrowolnie. Sledz@c Srednig
dlugosé trasy, wraz ze wzrostem numeru kolejnego przelotu zaobserwowaliby$my
w miare przyzwoite ,ustalanie si¢” jej wartosci sredniej. Jednorazowy dlugi
przelot potrafitby jednak wywrocié cala te statystyke do gory nogami.

Oczywiscie, czas zycia konkretnego albatrosa jest ograniczony, i chociazby
z tego powodu wykona on w swym zyciu jedynie skonczong liczbe lotéw. Nie ma

zatem problemu z wyliczeniem wartosci sredniej i wariancji, obie musza okazaé
sie skonczone. Jedli jednak zamiast albatroséw zaczniemy obserwowaé trwate
obiekty z mikroswiata, w ktorym obowiazuja prawa mechaniki kwantowej, to
bedziemy mieli problem. Istnieja takie wielkosci fizyczne, dla ktérych wartosci
srednie albo wariancje zwyczajnie nie istnieja. Spotykamy je nie tylko wérod
zjawisk kwantowych, ale i klasycznych (np. turbulencje, przemiany fazowe),

a takze w innych, zgota nieoczekiwanych miejscach: w internecie czy na gietdzie.

Rozwigzanie zadania F 585.

Dla uproszczenia rozwazmy naczynie cylindryczne o przekroju S, przedzielone cienka $cianka,

po ktérej jednej stronie mamy p = 0, a po drugiej ciSnienie atmosferyczne p = pg. Praca wykonana

przez ci$nienie atmosferyczne to W = pgSAz,
a energia kinetyczna wdzierajacej si¢ masy

powietrza wynosi

FE. =
k 2

Z zasady zachowania energii W
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