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Astronomiczna tozsamos$¢ dla ciggu Fibonacciego

Trudno chyba o ciag powszechniej znany w kregach zblizonych

do matematyki, niz ciag liczb catkowitych, wymyslony na poczatku

XIIT w. przez Leonarda z Pizy, zwanego Fibonaccim. Wyrazy tego ciagu,
noszacego nazwisko wynalazcy, oznacza sie symbolem F), i definiuje
indukcyjnie:

FO = F1 =1 oraz Fn+2 = Fn—i—l + Fn dla n e N.
Otrzymujemy kolejno liczby: 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89,144, 233, ...,
zwane, a jakze, liczbami Fibonacciego.

Zainteresowanie tym ciggiem jest skutkiem jego licznych interesujacych
wlasnosci. Jedna z nich jest tozsamosé

(Ch) F} = Fppi Py = (-1)"

prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. Dla dowodu
zauwazmy, ze F,_1 = F,,.1 — I, a stad

~ Fg_Fn—i-an—l:Fg_Fn-l-l(Fn-l-l_Fn):F3+Fn+1Fn_F3+1:

\-ﬂ :Fn(Fn‘i_Fn-‘rl)_Fg-f-l:FnFn+2_F3+1a
zatem

SN~

_ F2—FppyFyy = (—1)" & F2, — F,Fppy = (~1)"1.
@ Tak wiec albo réwnosci (C),) i (Ch41) sa jednoczeénie prawdziwe,
albo zadna z nich nie jest prawdziwa. Teraz wystarczy sprawdzié, ze
prawdziwa jest réwnos$¢ (Cy) :
F? FFy=1-2.1=(-1)!

i wywnioskowaé z zasady indukcji prawdziwosé kazdej z tozsamosci (C,).

Przypomnijmy stara lamigtéwke: jak to mozliwe, ze
ze wszystkich 25 kratek kwadratu mozna ztozy¢ prostokat
0 24 kratkach, tak jak to sugeruje rysunek?

Jedli zauwazytes, drogi Czytelniku, zwiazek dtugosci bokéw
poszczegdlnych wielokatow, pozornie sktadajacych sie na kazda z dwdoch
figur, z ciagiem Fibonacciego, potrafisz podaé¢ przyktad kwadratu,

z ktérego ,mozna” ztozyé¢ prostokat o wiekszym od niego polu.

Dlaczego tozsamo$é¢ (C),) nosi w tytule okreslenie ,astronomiczna”?
Tylko dlatego, ze ogtosilt ja w 1680 roku astronom Jean-Dominique
Cassini, odkrywca ,przerwy Cassiniego” (patrz Delta 9/2002), a znal ja
wczesniej inny astronom, Johannes Kepler, o czym wiemy z jego listu
napisanego ponad 70 lat wczesniej.
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Geometryczna Na rysunku mamy tréjkat ostrokatny ABC' i jego symetralne bokdw
. k, I, m przecinajace sie w punkcie O. Punkt wspolny symetralnej
matrioszka jakiego$ boku z tymze bokiem to jego srodek.

aerioszka to ludown lalka rosyjska Srodki bokéw tréjkata ABC tworza tréjkat K LM. Proste k, I, m sa

jest drewniana i wydrazona w $rodku,
miedci tam podobny lalke, tylko, rzecz W tym tréjkacie wysokosciami. Wynika to z twierdzenia odwrotnego
jasna, mniejsza, ta mniejsza miesci jeszcze : . .
Jm micjans it (i. 2 ) J do twierdzenia Talesa:

A AL _ BEK
LC KC’
i i podobnie dla innych bokéw.

skoro to LK|ABLm

Punkty wspolne P, @), R wysokosci

i przeciwlegtych bokéw trojkata K LM tez tworza
tréjkat. Ciagle te same proste k, [, m sa w tym
tréjkacie dwusiecznymi.

Aby przekonaé si¢ o tym, potrzebne jest inne
narzedzie niz twierdzenie Talesa, mianowicie
IY; ' : twierdzenie orzekajace, ze

@) kaqt prosty, ktorego ramiona przechodzg przez
R konce $rednicy okregu, ma wierzcholek na tym
okregu.

Q m Szerzej znane jest jego twierdzenie odwrotne:
kqt wpisany oparty na Srednicy jest prosty.

Skoro tak, to punkty P i R leza na okregu

o $rednicy OL, z czego wynika, ze katy OPR
i OLR sa réwne, jako wpisane, oparte na tym
samym tuku.

Podobnie punkty P i @ leza na okregu o srednicy OM, z czego wynika,
ze katy OPQ i OMQ sa réwne. I dalej: punkty @ i R leza na okregu

o $rednicy LM, z czego wynika, ze katy RMQ, czyli OMQ, i QLR, czyli
OLR, sa réwne. Zatem rowne sa te wszystkie katy; w szczegdlnosci

40PQ =<OPR,

a wiec k jest dwusieczng kata QQ PR. Podobnie wykazujemy, ze pozostate
dwie proste sa dwusiecznymi.

Oczywiscie, proste k, [, m przecinaja boki trojkata PQR — powstale
punkty S, T, U tworza trojkat. Jaka role w tym trojkacie pelnia proste,
ktére poprzednio bytly juz symetralnymi, wysoko$ciami i dwusiecznymi?
Nic nam o tym nie wiadomo, czekamy wiec na listy z odpowiedziami

na to pytanie. Udokumentowana odpowiedZ opublikujemy i nagrodzimy
ksiazka. W przypadku, gdy udzieli jej uczen, odpowiedz potraktujemy
jako prace na Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki.

A przeciez mozna narysowaé i dalsze tréjkaty. ..

Zadanie z podobnym = Mamy dowolny czworokat Cy i tworzymy z niego ciag czworokatéw
zgodnie z reguta: dlan =0, 1, 2,... boki czworokata C,; to odcinki
taczace $rodki kolejnych bokéw czworokata C,. Wykazaé, ze dla

V‘ dowolnych dodatnich 4, j, £ mamy
' Gl _ 1G]

motywem

. Covel = TeRE gdzie |C,| oznacza pole C,,.
‘ Gdy bedziecie dawali to zadanie do zrobienia specjaliscie, podstawcie
4 pod i, j, k konkretne liczby. A gdy dla pewnosci bedziecie chcieli mieé
wskazéwke, to znajdziecie ja w innym miejscu tego numeru.
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