Komputer, cztowiek, pies...

Rozwigzanie zadania F 586.

Poniewaz pogoda jest bezwietrzna, zatem
sktadowe poziome predkosci padajacych
kropel deszczu sa réwne zeru. W stanie
réwnowagi, gdy wézek porusza sig

ze stalg predkoécia, tyle samo kropel
wpada do naczynia, co z niego wyplywa
przez otworek. Z zasady zachowania pedu
wynika wiec, ze predkosé wytryskujacej
wody wzgledem powierzchni ziemi

jest réwna zeru, zatem predkosé wody
wzgledem woézeczka wynosi v. Ze znanego
wzoru na predkosé¢ V' wody wyplywajacej
przez maly otworek w S$ciance zbiornika

na gtebokosci H

V = /2gH

otrzymujemy, ze wysokos$¢ wody nad
otworkiem ustalila sie na poziomie:
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Oznaczmy a¢,y, =1 , czyli
n razy

a
at,1 =t, Qg1 =176

Rozwazmy reszty z dzielenia przez 5.
Zauwazmy, ze gdy 5 nie dzieli u, to

i _ _imod4

u =u (mod 5)
(bo u* = 1(mod 5)) oraz

u' = u ™% (mod 4)
dla n nieparzystych. Zatem

as,n = 3(mod4)
dla dowolnego n, skad
ag nt1 = 3% = 2(mod5) dla n>1.
Podobnie
asn =2° = 1(mod5) dla n >3

iag o = 4. Zatem

az  + az,; = 0(mod5)

jedynie, jesli k =1 = 1. Istnieje
zatem jedynie trywialne rozwigzanie
k=l=m=1.

Michat SZUREK

W 1979 roku Delta zamiescita cykl artykutéw Dominika Roguli pod tytutem
»,Mechanika, komputer, cztowiek”. Tekst jest interesujacy i dzisiaj, chociaz
wiele odkrywczych uwag zawartych w tamtym tekscie jest dzi§ oczywistych dla
kazdego. Ale 1979 rok nalezal jeszcze do ery komputera tupanego. . .

Niemniej jednak wciaz wielu ludzi, w tym i nauczycieli, uwaza, ze w komputerze
nie ma (bo by¢ nie moze) niczego wigcej ponad to, co wlozyl tam czlowiek.
No, bo to tylko bezduszna maszyna, kraza w niej jakie$ tam elektrony. . .

Stynny napis na Akademii Platonskiej Jozef Maria Hoene-Wronski przetozyt
jako: , Nikt niegeometryczny tu nie wchodz”. Czy komputer miatby dzi§ wstep
do Akademii?

Na lekcjach matematyki w szkole komputer wciaz jest intruzem. Nie bede snut
teoretycznych rozwazan, czy shusznie, czy nie. Pokaze tylko, dozyinie, jak mozna
uzy¢ elektroniki do lepszego POZNANIA tajnikow rozumowan geometrycznych.

O wlasnie, bo historia zaczeta sie pod Poznaniem. PiliSmy herbate po wspdlnym
spacerze we tréjke po lesie (ja, mila pani Ela i pies). UsciSle: spacerowali$my
we tréjke, ale potem pies herbaty nie pit.

— Czy umie Pan rozwiazaé zadanie z tegorocznej Olimpiady Matematycznej? —
zapytata p. Elzbieta.

— Nie, nie umiem — odpartem, zgodnie z prawda.

— A zna Pan zadania?

— Nie; moze zatem dlatego nie umiem rozwiazaé¢ — odpowiedzialem.

— No, to prosze zobaczy¢, uczen rozwiazal mi zadanie o graniastostupie, ale cos
tu jest zle. Zadanie jest takie:

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne graniastostupa prawidtowego

szesciokgtnego, tworzgc w przekroju szesciokgt wypukly D1DsDsDyDs Dg

1 jezeli d; jest odlegto$ciqg punktu D; od plaszczyzny podstawy graniastostupa, to
A2 +d3+d2=d3+d3 4 d.

No i co Pan na to?

— Hm — powiedziatem, chcac zyska¢ na czasie — poprosze jeszcze herbaty.
Swietna jest, ma nietypowy smak.

— Tak, to czerwona herbata.

— Skad ja Pani ma?

— O, kupitam w Kudowie Zdroju, troche przypadkiem, ale bylam tam w jakims
nudnym towarzystwie i chodzitam sobie po sklepach.

— Naprawde $wietna. Nie, za ciasteczko dziekuje. A co do graniastostupa to tak,
tak, oczywiscie, bardzo interesujace zadanie. .. No tak, ale na mnie juz czas, bo
pociag nie zaczeka.

VY

Pociag byt pelny. Poszedlem do Warsu. Herbata byla
niesmaczna, nie mogltem pié¢. Sok grejpfrutowy byt
natomiast w porzadku, cool, jak to sie teraz mowi.
Wyjatem dlugopis i jak rasowy matematyk zaczatem
pisaé i rysowac na serwetkach. Ziewnatem. Za oknem
przesuwala sie Wielkopolska, mignal Swarzedz, potem
Kostrzyn (spojrzalem na prawo, na las), Nekla,

Podstolice, Wrzesnia. Przystanek w Koninie. Ruszamy.

O, troche $niegu za oknem. . .

Z precyzyjnym mysleniem mialem klopot (to wszystko
ta czerwona herbata, pomyslalem). Szczesliwie
przypomnialem sobie, ze przeciez Tomasz Edison
mawial: Po co mysle¢? Eksperymentuj! Wyjatem
kalkulator, programowany TI-83 i zaczalem. ..

a jednak. .. troche myslec. .. ze moze by to sobie
obliczy¢? Nabratem juz duzej wprawy w postugiwaniu
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sie tym kalkulatorkiem i uwazam, ze ,wszystko”

sie da za jego pomoca zrobié. I rzeczywiscie, gdyby
pociag jechal do Witadywostoku, chyba bym wszystko
wyliczyl. ..

Ale ¢67, jechalismy tylko do Warszawy. W domu
wlaczylem laptopa, wywolalem program Mathematica.

Wprowadzitem na plaszczyznie podstawy uklad
wspolrzednych tak, by wierzchotki podstawy
graniastostupa mialy wspoélrzedne

(cos jm/3,sinjn/3), {j=0,1,2,3,4,5}.

Oznaczylem przez di, ds, ds, dys, ds, dg trzecie
wspoélrzedne punktéw D1, Do, D3, Dy, D5, Dg.
Zatem dy = 0, d2 i d3 za$ moga by¢ dowolne
(z pewnymi nieistotnymi ograniczeniami).



7 wyznacznikowej postaci réwnania ptaszczyzny
wyliczytem (tj. On wyliczyl), ze

dy = 2d3 — 2do,
ds = 2d3 — 3do,
dg = d3 — 2do.

Oto stosowne komendy:

Wyznaczenie dy :

Simplify[ Solve[ Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3],
d2}, {1, Cos[2#Pi/3]1,Sin[2%#Pi/3], 43}, {1, -1, 0, d4}}] ==0,
d4]11]

Odpowiedz programu: {d4 -> d1 - 2d2 + 2d3}

Wyznaczenie ds :

Simplify[ Solvel Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3],
d2}, {1, Cos[4*Pi/3], Sin[4%Pi/3], d5}, {1, -1, 0, d1 - 2d2 +
2d3}}] ==0, d511

Odpowiedz programu: {as -> 2d1 - 3d2 + 243}

Wyznaczenie dg:

Simplify[ Solvel Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3],
d2}, {1, Cos[6%Pi/3], Sin[6%Pi/3], d6}, {1, -1, 0, d1 - 2d2 +
2d3}}] ==0, d61]

Odpowiedz programu: {a6 -> 2d1 - 242 + d3}

Wyliczajac naprzemienng sume kwadratéw odleglodci,
sprawdzitem, ze teza twierdzenia z zadania jest

prawdziwa:

Simplify [d1°2 - d2°2 + d3°2 - (d1 - 2d2 + 2d3)"2 +
(2d1 - 3d2 + 2d3)"2 - (2d1 -2d2 + d3) 2]
Odpowiedz programu: o

Zero. Czyli zadanie rozwiazane, wszystko sie zgadza.
Ale, pomyslalem, czy nie mozna jeszcze tego
skomplikowaé, zagmatwac, tak, by byto juz zupelnie
nie do pojecia? Mozna. Oto zebranie powyzszych
formutl w jedna, nie najlepiej napisang z punktu
widzenia sztuki pisania programoéw. . .

d1°2 - d2°2 + d3°2 - ( Simplify[ Solve[ Det[{{1, 1, 0, di},
{1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3], d2}, {1, Cos[2%Pi/3], Sin[2%Pi/3],
d3}, {1, -1, 0, d4}}] ==0, d411 [[1, 1, 211)"2 + ( Simplify[
Solve[ Det[{{1, 1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3], Sin[Pi/3], d2}, {1,
Cos[2%Pi/3], Sin[2%Pi/3], d3}, {1, Cos[5%Pi/3], Sin[5%Pi/3],
d5}}] ==0, a51]1 [[1, 1, 2]11)°2 - ( Simplify[ Solve[ Det[{{1,
1, 0, d1}, {1, Cos[Pi/3]1, Sin[Pi/3], d2}, {1, Cos[2%Pi/31],
Sin[2%Pi/3], d3}, {1, Cos[5Pi/3], Sin[5Pi/3]1, d6}}] ==0, d61]
[[1, 1, 211)~2

Na pytanie, czy istnieje Bég, Leonard FEuler napisal
kilka nic nie znaczacych formul matematycznych

i podobno wméwit shuchaczom, ze to jest wlaénie ten
dowdd. By¢ moze Czytelnicy tez uwazaja, ze robie

z nich niestosowne zarty. .. Ale przeciez. .. przeciez
na ekranie pojawilo sie zero. Zadanie rozwiazane.

Mozna postawi¢ takiemu ,rozwiazywaniu zadan
geometrycznych” inne zarzuty. Ze to profanacja, ze
zabija myslenie, ze gdziez pigkno i tak dalej.

Zabija myslenie? Gdziez pigkno? Najpierw zdajmy
sobie sprawe, ze jeszcze nie umiemy tego zadania
rozwigzaé inaczej jak tylko za pomoca maszyny.
Lepszy rydz niz nic.

Teraz sobie narysujmy wszystko. Lepszy bytby Corel,
ale rysunki w programie Mathematica tez nie sa trudne
do wykonania.
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wi={0,0};w2={2,0};
w3={4,1};w4={3,2};

wb={1,2}; w6={-1,1};
w7={0,14};w8={2,14};
w9={4,15};w10={3,16};
wil={1,16}; wi12={-1,15};
d1={0,1}; d2={2,3}; d3={4,7};
d4={3,9}; d5 = {1,7}; d6={-1,3};

Show[
Graphics[

t {Thickness[0.01],
Line[{wl,w2,w3,w4,w5,u6,wl}],
Line[{w7,w8,w9,w10,wll,w12,w7}},

Line[{w1,w7}], Line [{w2,w8}],
Line[{w3,w9}], Line[{w4,w10}],
Line[{w5,w11}], Line[{w6,w12}],
{PointSize[0.06], Point[d1], Point[d2],
Point[d3], Point[d4], Point[d5],
Point[d6]},
{GrayLevel[0.5],Polygon [{d1,d2,d3,
d4,d5,d6}1}
b AspectRatio —> 1.5
]
]
Wspélrzedne wierzchotkéw graniastostupa
(w1, ..., wy2) 1 punktéw szesciokata (dy,...,ds) sa

napisane wyzej. Zainteresowalem sie wlasno$ciami
tego szesciokata. Zanim zaczatem mys$leé, poprositem
o wyliczenie jego rozmiaréw.

bokl = Sqrt[(d2-d1).(d2-d1)];
bok2 = Sqrt[(d3-d2).(d3-d2)];
bok3 = Sqrt[(d4-d3).(d4-d3)];
bok4 = Sqrt[(d5-d4).(d5-d4)];
bok5 = Sqrt[(d6-d5) . (d6-d5)];
bok6 = Sqrt[(d1-d6).(d1-d6)];
{bok1, bok2, bok3, bok4, bok5, bok6}

Odpowiedz programu: {2 Sqrt[2], 2 Sqrt[5], Sqrt[5],
2 Sqrt[2], 2 Sqrt[5], Sqrt[51}

przekl = Sqrt[(d4-d1).(d4-d1)]1;
przek2 = Sqrt[(d5-d2).(d5-d2)];
przek3 = Sqrt[(d6-d3).(d6-d3)]1;
{przek1, przek2, przek3}

Odpowiedz programu: {sqrt[731, Sqrt[17], Sqrt[411}

Czyli 7ze boki sze$ciokata maja dlugosci 2v/2, 2v/5, /5,
2v/2, 21/5, /5. Przekatne za$ dtugosci V73,17, V41.

Teraz juz wszystko o tym przekroju wiemy.

Dy

Ds
D3

Dy

Dy

Dopiero teraz, gdy zobaczylem to wszystko,
przypomniatem sobie o figurach, ktére sam kiedy$
nazwalem szescioréwnoleglobokami (kiedys, dawno
temu, w Malej Delcie, 1979 lub 1980). To szesciokaty,
takie jak Dy Dy DsDyDsDg w zadaniu. Ich przeciwlegte
boki sa réwnolegle i rownej dlugosci i dlatego



szesciokaty te maja troche wlasnosci podobnych
do zwyklych réwnolegtobokow. Oto kilka takich
wlasnosci, szczegdlnie ciekawa jest ostatnia:

1. Lezace naprzeciwko siebie katy
szescioréownolegloboku sa rowne.

2. Przekatne (laczace przeciwlegle wierzchotki)
przecinaja sie w jednym punkcie, ktory potowi
kazda z nich. Mozna — i tak zrobimy — ten punkt
nazwac srodkiem naszego wielokata.

3. Szesciorownolegltobokami mozna zapetnié¢ calyg
plaszczyzne.

4. Pole szescioréwnolegltoboku jest réwne iloczynowi
dlugosci podstawy przez wysokosé. . . jezeli tylko
odpowiednio okreélimy podstawe i wysokos¢,
np. ze Dy D3 to podstawa.

5. Srodki bokéw dowolnego czworokata tworza
rownoleglobok. Jezeli za§ w dowolnym szesciokacie
ABCDEF polaczymy srodki (ciezkosci) kolejnych
tréjkatow ABC, BCD,CDE,DEF, EFA, FAB,
to otrzymamy sze$cioréwnolegtobok.

Poszedtem spa¢, bylo juz dobrze po péinocy. Ranek
byt przesliczny: grudzien, niedziela, stonce, mroz,
troche $niegu. Poszedlem na spacer do Puszczy
Kampinoskiej. Przystanatem na wydmach, patrzytem
na zachod, na wierzcholtki drzew. I nagle zdalem sobie
sprawe, ze cale zadanie jest bardzo tatwe. Przetnijmy
graniastostup plaszczyzna P przechodzaca przez
$rodek przekroju; czyli przez punkt wspdlny trzech
jego przekatnych. Z symetrii wynika, ze odlegtosci
Lhieparzystych” wierzchotkéw od tej pltaszczyzny

sa réwne odpowiednim odleglosciom wierzchotkdw
»barzystych”. Zatem réowne sa tez ich kwadraty.
Plaszczyzna podstawy graniastostupa jest odlegta

od P o stala wielko$é, powiedzmy h. Wystarczy teraz
dokonaé kilku drobnych rachunkéw. . .

Wociaz mi co$ nie dawalo spokoju. ,,Pobawie sie
komputerem” pomyélatem. Najpierw sprawdzitem,
czy moze suma szescianoéw tych odleglosci jest réwna.
Ale nie byla. No, to wzialem oSmiokat foremny
zamiast szeSciokata i szeSciany zamiast drugich
poteg. Nacisnatem FEnter i nieco ostupialy spojrzatem
na okragte zero na ekranie. Pojawienie sie jego

na ekranie byto dowodem, ze

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne
graniastostupa prawidtowego o$miokgtnego, tworzgc
w przekroju osmiokqt wypukly Dy Do DsDyDsDgD7Dg
i jezeli d; jest odlegloscig punktu D; od plaszczyzny
podstawy graniastostupa, to

a3+ ds+d2+dd=di+di +dd+ds.

A jak dalej? Pomyé$latem i wygenerowatem procedure,
ktora ma sprawdzaé, czy dla graniastostupa
prawidtowego o podstawie 2k-katnej suma

(k — 1)-szych poteg odleglosci ,nieparzystych”
punktéw jest réwna sumie (k — 1)-szych poteg
odleglosci parzystych. Jezeli wartosé funkeji gsiup dla
danego k jest réwna zeru, to dla tego k twierdzenie
jest prawdziwe:
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gsluplk_] :=
Simplify
[d1~(k-1) - d27(k-1) + d3~(k-1) +
Sum [
(-1) "j*(Simplify
Solve

Det[{{1,1,0,d1},{1,Cos[Pi/k],Sin[Pi/k],d2},
{1,Cos[2%Pi/k],Sin[2%Pi/k],d3},
{1,Cos[j*Pi/k],Sin[j*Pi/k],x}}] ==0,x
]
[[1,1,2]1]
D (k-1),
{j,3,2k-1}
]
]

Obliczylem (a raczej: obliczylo to moje urzadzenie
liczace), ze liczby 2,3,4 i 6 sa miejscami zerowymi
funkcji gsiup. Czy znaczy to, ze udowodnitem,
naprawde udowodnitem, ze dla k = 2,3,4 1 6 jest
prawda, ze:

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne
graniastostupa prawidlowego 2k-kgtnego, tworzgc

w przekroju wielokgt wypukly D1Ds ... Doy i jezeli
d; jest odlegtoscig punktu D; od plaszczyzny podstawy
graniastostupa, to

k— k— k— k—
A7t diT T L dh Y =
k—1 k—1 k—1 k—1
=dy ' v dit rdi L+ dE

Argument za jest wlasciwie tylko jeden, ale mocny:
komputer wyliczyl. Argumentéow przeciwko
uznaniu tego za dowod jest wiecej: a nuz ja zle
napisalem program, a nuz komputer sie pomylit

i w ogdle twierdzenie jest falszywe? A moze procesor
zle zadziatal? No i w ogdle: czy dopuszczajac takie
,2dowody”, znajduje sie jeszcze w obrebie matematyki?
Czy mozna wierzy¢ bezdusznym maszynom?

I jeszcze jedno? Jezeli takie twierdzenie jest
prawdziwe, to dlaczego tylko dla k = 2, 3,4, 67
Czy to nie dziwne?

To akurat nie. Program Mathematica zna doktadne
wartosci funkcji trygonometrycznych pewnych katow,
np. wielokrotnosci 30 stopni. Inne wartosci podaje

w przyblizeniu. Dlatego obliczenia dla innych katow
nie dawaly zera.

Niemniej jednak ja sam nie jestem wcale przekonany,
ze udowodnitem. Podswiadomie szukam bledu.
Widocznie tkwie jeszeze w epoce kréla Cwieczka.

To byly czasy. ..

Niezaleznie od tych nieco akademickich rozterek,
zwroémy uwage, jak wielka pozytywna role

odegral komputer w moim mysleniu nad zadaniem:
to On podsunal mi wlasciwa mysl, pomagal,
sprawdzal, kontrolowal. Byt stale obecny, jak dobry
pies-przyjaciel, ktéry teskni do nas, chce z nami by¢.
A Ze czasem ugryzie? Taka jego, psiakrew, natura.
A poza tym: czy mogliby$my sami, bez zabawy
komputerem, wpas¢ na pomysl, ze takie twierdzenie
o (k — 1)-szych potegach moze by¢ prawdziwe?



