O zdolnosSci rozdzielczej

Jak to jest w optyce?

Czytelnik nie wyposazony w skomplikowany

sprzet optyczny zapewne oglada czasem programy
telewizyjne. Niektore stacje nadawcze wciaz jeszcze
maja zwyczaj nadawac, przed lub po wlasciwym
programie, tzw. obraz kontrolny. Nie chodzi nam

o ten ze skala barw, ale o ten bardziej skomplikowany,
przedstawiajacy rozmaite linie, okregi i inne figury
geometryczne. Stuzy on do regulacji odbiornika oraz
do oceny jakosSci obrazu — a to zapewne interesuje
potencjalnego nabywce, wzglednie posiadacza.

Na obrazie kontrolnym widzimy m.in. peki linii
prostych zbiegajacych si¢ w jednym punkcie. W tych
miejscach, gdzie linie sa dos¢ daleko, nietrudno jest
policzy¢, ile ich jest. W miare, gdy linie sa coraz blizej,
ich rozréznienie staje si¢ coraz trudniejsze i w koncu
zlewaja sie¢ w jedng gruba kreche. Odbiornik jest tym
lepszy, im wiecej linii lezacych blisko widzimy wyraznie
jako oddzielne obiekty. Nic dziwnego, ze ceche te
charakteryzuje si¢ ilosciowo, czyli w sposéb mierzalny,
poprzez podanie, ile linii na centymetr jest jeszcze
dobrze widocznych. Podobnie mozna poréwnywac
jakosé rozmaitych przyrzadow optycznych, poczynajac
od pojedynczej soczewki (lupy) czy zwierciadla,
poprzez mikroskopy, lornetki, dalmierze az do wielkich
lunet i teleskopéw uzywanych w obserwacjach
astronomicznych.

Zwlaszcza te ostatnie przyrzady zostaly kiedy$
starannie ,przeegzaminowane”. Gwiazdy sa tak
daleko od nas, ze mozna je uwaza¢ za punktowe
zrodla swiatta. Jedli wiec ktoras z nich jest ukladem
podwdjnym, to powinno by¢ mozliwe zarejestrowanie
oddzielnych obrazéw obu sktadnikéw, jesli tylko luneta
czy teleskop, ma dostatecznie duze powigkszenie.
Tymczasem, nawet jedli przyrzad zostanie wykonany
niezwykle starannie, to i tak nie rozréznimy za

jego pomoca dwoch obiektow, ktérych obrazy beda
potozone blizej niz A\/1,22, gdzie \ jest dlugoscia fali,
na ktorej prowadzimy obserwacje. Wiaze sie to,
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Termin zdolno$é¢ rozdzielcza pojawia sie w fizyce dos¢ czesto. Gdyby kogos
zapytac¢, co on wladciwie oznacza, to najprawdopodobniej ten kto$ rozpoczalby
wyjadnienia od zjawisk zwigzanych z optyka. Hobbystom i osobom zwiazanym
zawodowo z przetwarzaniem obrazow: fotografom, kamerzystom, astronomom

— termin ten jest z calg pewnoscia dobrze znany. Dla tych, ktorzy jeszcze

nie znaja tego pojecia, réwniez i w tym artykule rozpoczniemy od zjawisk
optycznych. Prawdziwym naszym celem jest jednak zupelnie co innego:
pragniemy mianowicie omowi¢ zwiazki miedzy zdolnoscia rozdzielcza, zwana
czasem krétko rozdzielczos$cig, a pomiarami wielkosci fizycznych bardzo réznej
natury, nie tylko zwiazanych z optyka.

oczywiscie, z falowa natura $wiatla. Wielko$é

R = 1,22/ ) nazywa sie z tego powodu (maksymalna
teoretyczna) zdolnodcig rozdzielczq instrumentu
optycznego. Jak widzimy, wyraza sie ona w tych
samych jednostkach co parametr opisujacy jakos¢
obrazu telewizyjnego, tyle ze dla teleskopu osiaga on
warto$é ~ 103 /mm ($wiatto widzialne, o dtugoéci fali
A ~1um), podczas gdy w najlepszych telewizorach
jest ponad tysiac razy mniejszy. Specyficzny przyrzad
optyczny, jakim jest ludzkie oko, jest pod tym
wzgledem réwniez daleki od ideatu: skoro widzimy

na wydruku z drukarki o rozdzielczosci 300 dpi

(ang. dots per inch, kropek na cal), litere [ jako krotki
odcinek, a nie zbiér oddzielnych kropek, to oznacza,
ze w najlepszym razie jesteSmy w stanie odréznié
~12 linii/mm.

Rozdzielczo$é spektrometrow

Jak dziala spektrometr? Swiatlo z badanego obiektu
(wytworzone przez obiekt albo odbite od niego, albo
przechodzace) dociera do instrumentu przez waska
szezeline wejsciowq, po czym zostaje rozszczepione

za pomocy pryzmatu albo siatki dyfrakcyjne;j.
Powstale w ten sposéb widmo mozna obserwowaé
golym okiem na odpowiednim ekranie. Zamiast

oka wolimy uzy¢ odpowiedniego detektora, ktory
umieszczamy w coraz to innym miejscu widma.
Detektor ,,obserwuje” widmo przez szczeline wyjsciowg
przyrzadu. Typowe warunki pomiaru sa takie, ze
szczelina wejéciowa jest mozliwie waska — w ten
spos6b badany obiekt mozna traktowaé jak punktowe
zrodlo $wiatta. Szerokosé szczeliny wyjsciowej daje sie
regulowaé w szerokich granicach. Eksperymentator
stara sie korzystaé¢ z mozliwie waskiej szczeliny
wyjsciowej, nie moze jej jednak zmniejszaé calkiem
dowolnie, gdyz wezsza szczelina oznacza jednoczesnie
mniejsza ilos¢ $wiatla docierajaca do detektora, a wiec
gorszy stosunek sygnatu do szumu.



Od czego zalezy sygnal produkowany przez detektor?
Nie wchodzac w szczegoly, mozemy powiedzied,

ze sygnal uzyteczny (wszelkie szumy pomijamy

w naszych rozwazaniach) powinien by¢ proporcjonalny
do liczby fotonéw docierajacych do detektora

w jednostce czasu, powiedzmy, w ciagu sekundy.
Mozemy to wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

EoJrg

1) swy=c [ 1),

Bo—&

gdzie S(-) to obserwowany sygnal z detektora,
bedacy funkcja energii, C' jest odpowiednia stata
proporcjonalnosci, a I(E) to prawdziwe widmo.
Granice catkowania odzwierciedlaja fakt, ze

do detektora docieraja i sa rejestrowane jednoczes$nie
fale elektromagnetyczne o réznych energiach
zblizonych do Ej. Tak wiec do instrumentu dociera
$wiatlo, ktérego widmo opisuje funkeja I(F),
natomiast my rejestrujemy je jako funkcje S(E).

To samo mozemy zapisa¢ inaczej:
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gdzie wprowadziliémy funkeje g(-), ktéra nazywa sie
funkcjq aparaturowq albo okienkowq. Jest ona rézna
od zera (a $cilej: dodatnia) tylko wtedy, gdy

|E— Eo| < g
W og6lnosci, funkcja g(-) moze zalezeé od energii
(detektor ma rézna czuloéé w rozmaitych fragmentach
widma), my jednak zaniedbajmy te zaleznosé. Myslmy
raczej o g jako o funkcji, ktéra ma wartos¢ 1 w okolicy
Ey oraz wartos¢ 0 poza tym. Dlugosé przedziatu,
w ktérym g(-) # 0, to liczba R — zdolnosé rozdzielcza.
Dlatego g(-) nazywamy funkcjq okienkowg: ma ona te
wlasgciwo$é, ze zamienia calkowanie wzgledem calej
osi rzeczywistej na caltkowanie tylko wzgledem tego
obszaru widmowego, ktéry aktualnie ,,widzi” nasz
detektor. (Tym, ktérym ,nie zgadzaja sie jednostki”,

spieszymy z wyjasnieniem, ze stala C' jest mianowana).

Forma zapisu (2) opisuje definicje operacji
matematycznej zwanej splotem dwoch funkeji
i oznaczanej zwykle znakiem ,x”. Tak wiec

(3) S(Eo) = (I x g)(Eo),

co wyrazamy stowami: widmo obserwowane jest
splotem widma oryginalnego z funkcjq okienkowgq.

Funkcje aparaturowe prawdziwych spektrometréw
raczej rzadko daja sie przybliza¢ w tak drastycznie
uproszczony sposéb (dyfrakcja na waskich
szczelinach!), jednakze przy szerokich szczelinach
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wyjéciowych, oraz do naszych celéw, przyblizenie to
jest zupelnie poprawne i wystarczajace. Dla porzadku
wspomnimy jedynie, ze do celéw praktycznych
najchetniej postugujemy sie znormalizowanymi
funkcjami okienkowymi, tj. przemnozonymi przez taka
liczbe, aby prawdziwa byla rownosé
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(oczywiscie, ze tak naprawde granice calkowania
sa skonczone). Odpowiedni wspdlczynnik skalujacy
zawsze przeciez mozemy zawrzeC w stalej C.

Tym, ktérzy nie boja sie catkowania, proponujemy
samodzielne przeé¢wiczenie kilku prostych przypadkow:
jak powinno wyglada¢ widmo obserwowane, kiedy
widmo oryginalne sktada sie — na poczatek —

z pojedynczej linii widmowej o ksztalcie prostokata
(pasmo) lub tréjkata? Proby te z pewnoscia wykaza
réznice miedzy oryginalem a tym, co powinni$my
obserwowa¢. Generalnie, widmo splecione z funkcja
okienkowa wyglada na ,wygtadzone” czy wrecz
y,rozmyte” w poréwnaniu do oryginatu. Na kolejne
pytania znamy odpowiedzi, ale wolimy, aby Czytelnik
sam do nich doszed!:

* jak maja sie do siebie potozenia centréw linii
widmowych przed i po splocie z funkcja okienkowa?

x a amplitudy?
x 1 pola pod tymi krzywymi?

x jak wyglada splot, kiedy widmo oryginalne sktada sie
z dwoéch linii odleglych wzajemnie mniej niz wynosi
szeroko$é¢ ,,okienka”?

Ci, ktorzy maja dostep do pracowni optycznej, moga
sprawdzi¢ do$wiadczalnie, jak zmienia sie wyglad
widma rejestrowanego przy roéznych szerokosciach
szczeliny wyjéciowej. Szczegdlnie dobrym obiektem

do obserwacji powinny by¢ wyladowania w tzw.
rurkach Geislera wypelnionych rozmaitymi gazami pod
zmniejszonym cisnieniem.

Inne pomiary a operacja splotu

Przyroda wykonuje operacje splotu o wiele czesciej, niz
mogloby sie wydawac¢. Damy tu przyklad z miernictwa
elektrycznego. Jesli dotaczymy woltomierz (wszystko
jedno — tradycyjny wychylowy czy cyfrowy)

do zrédia napiecia, ktore nie jest state w czasie,

to co zaobserwujemy? Przyrzad pomiarowy ma

pewna bezwladnosé, czysto mechaniczng (woltomierz
wskazéwkowy) lub wynikajaca z obecnosci rozmaitych
filtréw przeciwzaktdceniowych, niepozadanych
pojemnosci itp. w przypadku woltomierza
elektronicznego. W rezultacie, przyrzad nigdy nie



wskazuje prawdziwej chwilowej wielko$ci mierzonego
napiecia, z wyjatkiem sytuacji, gdy to napiecie od
dawna ma ustabilizowana wartosé lub zmienia sig
niezwykle powoli. To, co widzimy, to co§ w rodzaju
usrednionej historii, przy czym w tej sredniej
najwieksza wage maja zdarzenia najswiezsze. Przyrzad
stopniowo ,zapomina”, jakie warto$ci napiecia
wystepowaly wczesniej. Szybkos¢ tego zapominania
mozna scharakteryzowac tzw. stalg czasu 7 — im jest
ona mniejsza, tym zapominanie jest skuteczniejsze
(szybsze). W tym przypadku napiecie wskazywane
przez miernik jest splotem napigcia wejsciowego

z funkcja aparaturowa postaci (czynnik skalujacy
pominieto)

et/7  dlat <0,

0 gdy t > 0.

Mozna to odczytaé jako stwierdzenie, ze wplyw

na biezace wskazania woltomierza ma cata historia
zmian napiecia wejsciowego; zdarzenia, ktére dopiero
maja nastapi¢ — zgodnie ze zdrowym rozsadkiem —
takiego wplywu nie maja.

Troche pechowo sie sklada, ze w tym przypadku zbior,
na ktérym funkcja okienkowa jest rézna od zera, jest
nieograniczony, gdyz jest to poélprosta. Nie popelnimy
jednak istotnego bledu, jesli przyjmiemy, ze g(t) =0
dla t < —k7, gdzie dla k przyjmuje sie zwykle wartosé
pomiedzy 5 a 6. Czasowa zdolno$¢ rozdzielcza
woltomierza, rzedu 7, uniemozliwi nam spostrzezenie
impulséw napiecia o czasie trwania mniejszym niz 7,
praktycznie niezaleznie od ich amplitudy. Z drugiej
strony, impuls taki moze si¢ okazaé wystarczajacy

do tego, aby trwale uszkodzi¢ woltomierz — nie
dlatego, ze jest krétkotrwaly, lecz z powodu duzej
amplitudy.

Jeszcze inny przyklad to pomiary czegokolwiek

w zaleznosci od temperatury. Moze to by¢ np. objetosé
gazu (niedoskonalego) czy cieplo wlasciwe. Wykonujac
badania tego rodzaju, postepujemy najczedciej tak:
ustalamy temperature ukladu, po czym wykonujemy
odpowiedni pomiar. Potem zmieniamy temperature

i wykonujemy nastepny pomiar. Czas trwania pomiaru
nie jest zerowy; kto nam zareczy, ze podczas pomiaru
temperatura byla rzeczywiscie stala? Z pewno$cia
nieco sie zmienila, moze tylko ,plyneta” w jedna
strone, a moze fluktuowala w jakichs granicach?
Wynik pomiaru nie dotyczy zatem konkretnej,
precyzyjnie okreslonej temperatury, jest raczej
pewnym usrednieniem badanej wielkosci fizycznej

w pewnym, miejmy nadzieje waskim, przedziale
temperatury. Znowu natykamy sie¢ na operacje splotu,
tyle Ze tym razem wszystko, co mozemy powiedzieé¢

o funkcji okienkowej, to jej ,rozciaglos¢” na skali
temperatury, czyli maksymalna niepewnos$é okreslenia
temperatury, nominalnie ustabilizowane;j.

Nie sposob powstrzymac sie od generalnej uwagi
zwigzanej z cyfrowymi przyrzadami pomiarowymi.

Ich dzialanie jest takie, ze ,musza’ one utozsamiac
wyniki pomiardéw, jesli s one zbyt bliskie. Niepewnosé
pomiarowa wnoszona przez mierniki cyfrowe jest

wiec co najmniej réwna ich rozdzielczosci, czyli jest
na poziomie ostatniej wyswietlanej cyfry. Konkretna
zasada dzialania moze jednakze by¢ powodem, ze
rzeczywista niepewnosé bywa nawet kilkakrotnie
wigksza.

Na koniec zachowaliémy dwie wiadomosci: jedna dobra i jedng zla. Zta jest taka,
ze nie istnieje prosty ogdlny wzér na ,odwrécenie” skutkow operacji splotu,

nawet gdy funkcja okienkowa jest doskonale znana.

Wiadomosé dobra to to, ze prawdziwe jest twierdzenie, ktére tu sformutujemy
niezbyt precyzyjnie: jesli mozliwe sa pomiary z coraz lepsza zdolnoscia

rozdzielcza, to otrzymywane wyniki coraz lepiej odtwarzaja badany oryginalny
sygnal, przy czym zbiezno$¢ ta jest jednostajna. Ten, kto nie bardzo wie, o co

chodzi w koncéwce zdania — niech si¢ nie martwi. To tylko dodatkowy argument
za tym, ze wiadomos¢ jest istotnie dobra.

W przyktadzie ze spektrometrem oznacza to pomiary z jak najmniejszymi
i szczelinami wejéciowa i wyjéciowa, w przypadku woltomierza — nalezy uzywaé
przyrzadu o mozliwie malej statej czasu. Matematyk bytby zadowolony.

Rozwigzanie zadania M 1006.
Ponumerujmy wierzcholki n-kata
foremnego liczbami 0,1,2,...,n —1
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.
Zauwazmy, ze odcinek o koncach ai, by
jest réwnolegly do odcinka o koncach
a2, ba wtedy i tylko wtedy, gdy

(%) a1 + b1 = a2 + bz (modn).

Z zasady szufladkowej wynika, ze

dla co najmniej dwéch odcinkéw
zachodzi ().

Dla fizyka jednak oznacza to klopoty: coraz gorszy stosunek sygnalu badanego
do szumoéw, wzrost podatnoéci na zaklécenia, wzrost kosztéw aparatury i tym
podobne plagi. A to juz temat na calkiem inne opowiadanie.

Warto jeszcze zapamietaé: przy prezentacji wynikow pomiarow, w ktorych

w jaki$ sposob zaangazowana jest operacja splotu, niezbedne jest podawanie
zdolnoéci rozdzielczej oraz niepewnoéci wartosci parametrow, ktore miaty byé
ustalone. Bez tych informacji poréwnywanie wynikéw otrzymanych przy uzyciu
roznych przyrzaddw, albo przez rézne grupy badawcze, zwyczajnie nie ma sensu.
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