Liczby wazniejsze od innych

Geometria i teoria liczb to dwie najstarsze galezie
matematyki. W Elementach Euklidesa (napisanych
okolo 300 roku p.n.e.) ksiegi VII, VIII i IX poswiecone
sa arytmetyce. W ksiedze VII wyrdznione sg liczby
pierwsze.

Liczbe naturalng p > 1 nazywamy liczba pierwsza,
jesli ma ona tylko dwa naturalne dzielniki: sama siebie
oraz liczbe 1.

Wiradd liczb naturalnych mniejszych od 50 liczbami
pierwszymi sa:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

Elementy zawieraja dwie fundamentalne obserwacje
dotyczace liczb pierwszych. Przypomnimy je wraz
7z uzasadnieniami (uzasadnienia te sa wzorami
rozumowan matematycznych).

Pierwsza obserwacje zawiera twierdzenie 31
z ksiegi VII:

liczba naturalna n > 1, ktéra nie jest liczbg pierwszq,
zawsze ma czynnik pierwszy.

Jesli n > 1 nie jest liczba pierwsza (taka liczbe
nazywamy zloZong), to ma ona czynnik naturalny dy,

1 < dy < n. Jedli dy jest liczba pierwsza, to twierdzenie
jest dowiedzione. Jesli d; jest liczba zlozona, to ma
czynnik naturalny ds, 1 < dy < d;. Jedli dy jest liczba
pierwsza, to dowdd jest zakonczony, w przeciwnym
przypadku rozumowanie powtarzamy. Postepowanie

to nie moze mie¢ wiecej niz n krokéw i konczy sie

na liczbie d, 1 < d < n, bedacej liczba pierwsza.

Zatem liczba n ma czynnik pierwszy.

Obserwacja ta lezy u podstaw tzw. zasadniczego
twierdzenia arytmetyki, ktore orzeka, ze

kazdg liczbe naturalng n > 1 mozna roztozyc na iloczyn
liczb pierwszych w jeden tylko sposob

(gdy ignorujemy kolejnosé wystepowania czynnikéw).

Potrzebe dowodu jednoznacznosci rozktadu liczb

na czynniki pierwsze dostrzegal juz Euklides
(rozumowanie zawarte w Elementach ma luke).
Precyzyjne sformutowanie zasadniczego twierdzenia
arytmetyki wraz z dowodem podal C.F. Gauss
(1777-1855) w swoich Disquisitiones arithmeticae
(Rozwazaniach arytmetycznych) dopiero w 1801 roku.
Wezesniej przez ponad 2000 lat twierdzenie to
przyjmowano za oczywiste. Dopiero w polowie

XIX wieku (gléwnie dzieki pracom E. Kummera
(1810-1893)) okazalo sie, ze w pierscieniach liczbowych
jednoznaczno$é rozkladu (z dokladnos$cia do
czynnikow odwracalnych, czyli takich, jak 11 —1

w pierScieniu Z) wystepuje raczej wyjatkowo.

Na przyktad, w pierscieniu Z[y/—5] liczb postaci
a+byv/—=5, a,b €7, kazda z liczb

3,7, 1+2V/=5, 1-2V/=5
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jest nierozktadalna i

21 =3-7=(142V-5)(1 —2v/-5).

Druga z zapowiedzianych obserwacji zawiera
twierdzenie 20 z ksiegi IX:

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowo6d Euklidesa byl przytoczony np. w Delcie
5/2002.

Kilka innych (p6Zniejszych) dowoddéw istnienia
nieskonczenie wielu liczb pierwszych mozna znalezé
w [3]. Gdy juz wiemy, ze liczb pierwszych jest
nieskonczenie wiele, oraz ze sa one ,cegietkami”,

z ktoérych zbudowane sa wszystkie liczby naturalne
n > 1, to istotne sa dwa pytania:

& jak rozpoznadé, czy dana liczba naturalna jest liczba
pierwsza?

& jak sa rozmieszczone liczby pierwsze?

Pytania te sa wciaz aktualne, gdyz na zadne z nich
nie znamy zadowalajacej odpowiedzi. W przypadku
pierwszego pytania, oczywiscie, znamy teoretyczne
metody pozwalajace zbadaé, czy dana liczba jest
liczba pierwsza — na przyklad sito Eratostenesa.
Klopot polega na tym, ze metoda ta jest praktycznie
bezuzyteczna dla duzych liczb. Ponadto, niestety,
nie znamy zadnego algorytmu dzialajacego w czasie
wielomianowym, ktéry pozwalalby roztozyé

duza liczbe naturalna na czynniki pierwsze [2]
(choé wiemy, ze dla sprawdzenia, czy dana liczba
naturalna n > 4 jest liczba pierwsza, wystarczy
tylko zbadaé, czy (";1)! jest liczba catkowita).
Problem ten okazal si¢ bardzo wazny, gdy w 1976
roku W. Diffie i M.E. Hellman wskazali prosty sposob
szyfrowania wiadomosci (z jawnym kluczem), ktory
z ,technicznych” powoddéw jest niezwykle trudny

do ztamania (zob. [1], [3, str. 127]). (Z tego wzgledu
odnajdywane wspdlczesnie olbrzymie liczby

pierwsze w znakomitej wiekszosci nie sa podawane
do publicznej wiadomosci. )

Drugie pytanie rowniez okazalo sie interesujace.
W 1744 roku L. Euler (1707-1783) udowodnil, ze liczb
pierwszych jest tak duzo, iz szereg

=1
25
w(x)

jest rozbiezny, i tak malo, ze stosunek —— zbiega

do zera (symbol 7(z) oznacza liczbe liczb pierwszych

nie wiekszych od x). Obserwujac odkrywane kolejno

liczby pierwsze, zauwazono, ze pojawiaja si¢ one

bardzo nieregularnie: zdarzaja sie ich skupiska, np.
1871, 1873, 1877, 1879,

badZ mozna wskazaé ciag kolejnych liczb naturalnych

o zadanej z géry dlugosci, wérdd ktorych nie ma liczby

pierwszej.




Dla wybranego n ciag taki tworzymy nastepujaco:
m+D+2,(n+ 1) +3,...,(n+ 1)+ (n+1).

Na podstawie analizy ,materialu empirycznego”

C.F. Gauss (w 1792 r., mial wtedy 15 lat(!)

[3, str. 159]) i A.M. Legendre (1752-1833) (w 1798 r.)
wysuneli przypuszczenie, ze liczbe () mozna
przybliza¢ wielkoécia = (cho¢ nie jest to przyblizenie
najlepsze).

na
1000 168 144 1,159
1000000 78498 72382 1,084
1000000000 50847534 48254942 1,053

Problem ten, taczacy zjawiska dyskretne z ciagtymi(!),
zostal uznany za niezwykle interesujacy. W 1896 roku,
korzystajac z rezultatéow P. Czebyszewa (1821-1894)

i B. Riemanna (1826-1866), J. Hadamard (1865-1963)
w Paryzu i Ch. de la Vallée Poussin (1866-1962)

w Louvain udowodnili

twierdzenie o liczbach pierwszych:

lim @

rT—00 —

=1.

Twierdzenie to ma wiele ciekawych konsekwencji.

Oto dwie z nich [5, str. 164-165]:

& Dla dowolnie wybranego skoficzonego ciagu cyfr
€1,Co, ..., Cp istnieje liczba pierwsza, ktorej
m poczatkowych cyfr stanowiag wybrane cyfry
(W. Sierpinski).

& Dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 istnieje
nieskonczony ciag liczb pierwszych ¢1,qo, ...,
taki ze . qn

lim — =z
r—00 N

(H. Steinhaus).

7 twierdzenia o liczbach pierwszych wynika réwniez,
ze n-ta liczba pierwsza jest w przyblizeniu rowna
nlon (p, ~ nlnn), co jest réwnowazne istnieniu
dodatnich liczb A, B, takich ze dla n > 1,

(1) A-Inn <22 < B-Inn.
Korzystajac z tych nieréwnosci, wykazemy interesujaca

zalezno$¢ miedzy wszystkimi liczbami pierwszymi
a ,najwazniejsza’ liczba w analizie [4]:

lim #¢/p1-pa-...-pp =e.

n—oo
Niech I,, = »/p1 -p2- ... Pn.

Wowcezas
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Stosujac wzor J. Stirlinga (1692 — 1770)
n! ~ V21 -n"ts . e ",

otrzymujemy
ilnn! N In27 n hl_n n n nlnn .,
Dn Dn 2P0 Pn Pn

gdyz przy n zmierzajacym do nieskonczonoéci,
pierwsze trzy sktadniki ostatniej sumy daza

do zera, natomiast ostatni skladnik (wobec
zalezno$ci p, ~ n In n) dazy do 1. Drugi skladnik
w ostatniej sumie wzoru (2), przy n zmierzajacym
do nieskoniczonosci, dazy do zera, gdyz dzigki
oszacowaniu

m%’“ <In(B-In k),

ktére wynika z (1), mamy

1 1
p—nz_:ln%gpﬁnln(B-lnn)gA In(B-Inn) =

-lnn
In B In(Inn)

:A-lnn A-lnn "> 0-

Zatem

lim Inl, =1,

a to daje teze.

W teorii liczb (w tym w teorii liczb pierwszych) wiele
jest pytan, na ktére nie znamy odpowiedzi, np.:

& Czy kazda liczba naturalna n > 5 jest sumg trzech
liczb pierwszych? Czy kazda liczba naturalna
parzysta n > 4 jest suma dwdéch liczb pierwszych?
(Odpowied? twierdzaca znana jest jako hipoteza
Goldbacha.)

& Ile jest par liczb pierwszych rézniacych sie
02 (np.517,11113,17119,..., 10006427
i 10006429, .. .,260497545 - 26625 4 1, itd.)?

& Czy dla kazdego naturalnego n istnieje liczba
pierwsza miedzy n? a (n +1)2 ?

Przy kazdej okazji nalezy je przypominaé. Moze akurat
kto$ z Czytelnikéw otworzy kolejne drzwi i wezmie
udzial w fascynujacej przygodzie. . .
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