Jak rzucaé¢ moneta przez telefon
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Rozwigzanie zadania F 584.
Natezenie pradu plynacego przez
amperomierz A; jest réwne sumie
pradéw plynacych przez woltomierz Vi
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Z warunkéw zadania mamy, ze opory
wszystkich woltomierzy sg jednakowe
i réwne R. Suma wskazan wszystkich
woltomierzy jest nast¢pujacej postaci
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Wojciech GUZICKI

Dla kazdego powinno byé¢ oczywiste, ze mozna gra¢ w szachy na odleglosé:
przesylajac opisy kolejnych ruchéw w listach, telefonujac do przeciwnika,

czy tez wysylajac mu e-mail lub SMS. Nie ma w tym nic dziwnego, przeciez
przesylamy mu informacje o tym, co i tak wida¢ na szachownicy. Inaczej

jest z grami losowymi. Wezmy, na przyktad, najprostsza gre losowa: w orta

i reszke. Antek wybiera jedna z dwéch mozliwosci: orta lub reszke, Bartek rzuca
moneta. Jesli wypadnie orzel, to wygrywa Antek; jesli wypadnie reszka, to
wygrywa Bartek. Czy Antek i Bartek moga zagra¢ w orla i reszke na odlegto$é?
Chwila zastanowienia pozwala nam dostrzec trudnosé. Wyobrazmy sobie,

ze Antek wybiera orlta i pisze lub telefonuje do Bartka, przekazujac mu te
informacje. Bartek teraz rzuca monetg i odpowiada Antkowi, ze — niestety! —
wypadla reszka. Czy Antek moze mu wierzy¢, nie widzac, czy Bartek naprawde
rzucil moneta i co naprawde wypadlo?

Wydaje sig, ze gra w gry losowe na odleglosé nie jest w takim razie mozliwa.
Okazuje sie jednak, ze jest mozliwa. Zobaczymy, ze Antek i Bartek moga
rozegra¢ gre w ,orla i reszke”, nie spotykajac sie i tylko przesytajac informacje
na odleglo$¢. Pomoze im w tym znajomo$¢ pewnych faktow z pogranicza teorii
liczb i informatyki.

Umoéwimy sie, ze w dalszym ciagu zwrot ,,umiemy rozwiaza¢” jakie$ zadanie
oznacza to, ze znany jest algorytm znajdujacy w rozsadnie krétkim czasie
rozwiazanie tego zadania. Zwrot ,nie umiemy rozwiaza¢” oznacza natomiast,
ze zaden taki algorytm nie jest dotychczas znany. Stowo algorytm moze tu
oznaczaé réwniez tzw. algorytm probabilistyczny, dajacy rozwiazanie z bardzo
duzym prawdopodobienstwem, graniczacym z pewnoscia.

Metoda gry w orta i reszke na odleglos¢ jest skuteczna dlatego, ze pewne
zadania umiemy rozwiazywaé, innych natomiast nie umiemy. Przyjrzyjmy sie
teraz paru zadaniom obu typéw.

1. Umiemy znajdowaé najwiekszy wspolny dzielnik dwoch duzych
(np. dwustucyfrowych) liczb naturalnych za pomoca tzw. algorytmu Euklidesa.

2. Umiemy sprawdzié, czy dana duza liczba (np. majaca okolo 200 cyfr w zapisie
dziesigtnym) jest liczba pierwsza. Czytelnik moze znalezé informacje na ten
temat w kwietniowym numerze Delty z 1997 roku. Umiemy rowniez znajdowacé
tak duze liczby pierwsze.

3. Nie umiemy rozklada¢ na czynniki duzych liczb zlozonych. Na przyklad,
jesli liczba n jest iloczynem dwoch przypadkowo wybranych liczb pierwszych
dwustucyfrowych p i ¢, to za pomoca zadnego znanego algorytmu

nie znajdziemy czynnikéw p i ¢ w czasie krétszym niz miliardy lat.

4. Przypusémy, ze mamy dane dwie rézne liczby pierwsze p i g oraz dwie liczby
aib, takie ze 0 < a < p oraz 0 < b < q. Wtedy umiemy znalez¢ liczbe x, taka ze
reszta z dzielenia x przez p wynosi a oraz reszta z dzielenia x przez g wynosi b.
Jest to szczegdlny przypadek tzw. chinskiego twierdzenia o resztach.

5. Przypu$émy teraz, ze p jest liczba pierwsza. Liczbe a, taka ze 0 < a < p,
nazywamy resztg kwadratowa modulo p, jedli istnieje liczba x, taka ze 22 daje
przy dzieleniu przez p reszte a. Umiemy stwierdzi¢, czy dana liczba a jest reszta
kwadratowa modulo p.

6. Niech p bedzie nadal liczba pierwsza i niech a bedzie reszta kwadratowa
modulo p. Umiemy wtedy znalezé taka liczbe x, ze 0 < z < p oraz liczba 22 daje
reszte a przy dzieleniu przez p. Sa dwie takie liczby; jesli jedna z nich jest x, to
druga jest p — x. Oczywiscie, umiemy znalez¢ je obie. Kazda z tych dwéch liczb
(x oraz p — x) nazywamy pierwiastkiem kwadratowym z a modulo p.

7. Przypuéémy teraz, ze liczba n jest iloczynem dwoéch duzych liczb pierwszych:
n = p-q (liczby p i ¢ maja po okolo 200 cyfr). Przypu$émy nastepnie, ze kto$
wybierze liczbe 2 wzglednie pierwsza z n (tzn. niepodzielna przez p i przez q)
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Rozwigzanie zadania M 1007.
Oznaczmy przez xg, i, ..., Lo
kolejne liczby na okregu.

0 = 100 — (21 + 2 + x3)—

—(za + x5 + w6) — (v7 + x5 + 29) <

<100 — 329 = 13.

Z drugiej strony uktad liczb

spelnia zatozenia zadania.
Odpowiedzig jest 13.

i obliczy reszte z dzielenia 22 przez n; niech a bedzie ta reszta. Nie umiemy
wtedy, majac dane tylko liczby n i a, znalez¢ ani jednej liczby y, takiej ze
y? daje reszte a przy dzieleniu przez n. Inaczej méwiac, nie umiemy znalezé
pierwiastka kwadratowego z a modulo liczba zlozona n.

8. Umiemy natomiast rozwigzaé poprzednie zadanie, jesli znamy rowniez

liczby p i q. Okazuje sig, ze wtedy istnieja cztery rozwigzania. Niech b bedzie
reszta z dzielenia liczby a przez p i niech ¢ bedzie reszta z dzielenia liczby a
przez q. Znajdujemy dwa pierwiastki kwadratowe z b modulo p: niech beda to
ris (oczywidcie s = p — r). Nastepnie znajdujemy dwa pierwiastki kwadratowe
z ¢ modulo ¢: niech beda to ¢t i u (wtedy u = ¢ — t). Teraz za pomoca chifiskiego
twierdzenia o resztach mozemy znalezé cztery liczby: x1, 2, x3 i x4, ktérych
reszty z dzielenia przez p i ¢ sa odpowiednio réwne:

reszta z dzielenia reszta z dzielenia

przez p przez q
T r t
T2 r U
T3 S t
Ty S U

Wtedy liczby: x1, x2, x3 1 x4 sa wszystkimi pierwiastkami kwadratowymi

z a modulo n. Mozna wiec dowiesé, ze x4 = n — x1, T3 = n — xo oraz:

a) liczby x1 — a9 oraz x3 — x4 dziela sie przez p i nie dziela sie przez q. Zatem
NWD(z1 — 22,n) = NWD(z3 — z4,n) = p.

b) liczby x1 — x3 oraz xe — x4 dziela sie przez ¢ i nie dziela sie przez p. Zatem
NWD(z1 — z3,n) = NWD(23 — 24,n) = q.

c¢) liczby a1 — x4 oraz x5 — x3 nie dziela sie ani przez p, ani przez q. Zatem
NWD(z1 — 24,n) = NWD(z3 — z3,n) = 1.

Teraz mozemy juz opisaé¢ sposéb gry w orta i reszke na odleglos¢. Zaczynamy
od tego, ze Bartek wybiera dwie duze liczby pierwsze p i ¢, mnozy je i iloczyn

n = p-q wysylta Antkowi. Liczby p i ¢ trzyma w tajemnicy. Antek wybiera
nastepnie liczbe z, taka ze 0 < x < n, sprawdza, czy jest ona wzglednie pierwsza
z n i podnosi do kwadratu. Nastepnie oblicza reszte z dzielenia 22 przez n.
Niech tg resztg bedzie liczba a. Liczbe a Antek przesyta Bartkowi. Teraz Bartek
rozwigzuje zadanie 8, tzn. znajduje cztery pierwiastki kwadratowe z a modulo n:
x1, To, x3 1 4. Oczywiscie, liczba x wybrana przez Antka jest jedng z tych
czterech liczb. Przypusémy, ze © = x1. Nastepuje najwazniejsza czesé gry:

rzut moneta. Doktadniej, nastepuje losowanie. Z czterech liczb: x1, xo, x3 1 24
Bartek wybiera jedng i odsyta ja Antkowi. Oznaczmy wybrang liczbe litera y.
Antek oblicza NWD(z — y, n). Mozliwe sa teraz cztery przypadki:

a) y = 1. Wtedy Antek dostaje te sama liczbe, ktéra wybral na poczatku.
Zatem x —y = 0 i wtedy oczywiscie

NWD(z — y,n) = n.

b) y = z5. Wtedy

NWD(z — y,n) = NWD(z; — z2,n) = p.
c) y = x3. Wtedy

NWD(x — y,n) = NWD(z; — z3,n) = q.
d) y = z4. Wtedy

NWD(z —y,n) = NWD(x1 — x4,n) = 1.
Okazuje sie, ze w dwoch przypadkach otrzymany najwiekszy wspolny dzielnik

x —y in jest jedna z wybranych liczb pierwszych p i ¢q. Zatem Antek umie
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Rozwigzanie zadania F 583.
Woltomierze sg jednakowe, zatem
stosunki pragdéw plynacych przez nie,

sg réwne odpowiednio stosunkom wskazan

woltomierzy. Oznaczajac opor kazdego
woltomierza przez R mamy

Us = Uz — RI>,

Us =U; — R(I2 + I'g)
Stad

Io + I3

Is ~  Us

Zatem

Us+Us Ui —Usz
Uy — Us’

U — U3 = UrUs — UaUs,

i ostatecznie

Us 5 .
U2:77+ ZU32+U1U2z8.,()V4

Skojarzenia

W teorii liczb rozwazane sa, miedzy innymi,
nastepujace liczby (do tej pory nie wiadomo, czy jest

ich nieskoniczenie wiele):

A. Liczby pierwsze bliZniacze: para liczb pierwszych
rézniacych sie o 2, a wiec postaci p i p + 2.

B. Liczby pierwsze Mersenne’a: liczby pierwsze postaci

2P — 1.

C. Liczby pierwsze Sophie Germain: takie liczby

roztozy¢ liczbe n na czynniki. W pozostatych dwéch przypadkach Antek nie
dostaje zadnej nowej informacji poza ta, ktéra mial na poczatku. Jesli bowiem
otrzymal od Bartka liczbe x1, czyli x, to oczywiscie nie dowiedzial sie niczego
nowego. Jesli natomiast otrzymal liczbe x4, to zauwaza, ze dostal liczbe n — x,
czyli tez nie dowiaduje si¢ niczego nowego.

Podsumujmy: jesli Bartek wylosuje x1 lub x4, to Antek nie dowiaduje

sie niczego nowego poza tym, co wiedzial na poczatku gry: zna liczbe n

i wybrana przez siebie liczbe x. Jesli natomiast Bartek wylosuje x5 lub z3,

to umozliwi Antkowi roztozenie liczby n na czynniki. Teraz mozna juz uméwic¢
sig, kto wygrywa w tej grze. Jesli na koncu Antek umie roztozy¢ n na czynniki,
to wygrywa, jesli nie umie, to przegrywa. Widzimy, ze zasadnicze rozstrzygniecie
gry nastapilo w momencie losowania jednej z czterech liczb przez Bartka.

W dwéch przypadkach wygrywa Antek, w dwoch Bartek. To tak, jakby Bartek
rzucil moneta, ktéra ma dwa orty i dwie reszki. Jedli wypadnie ktérykolwiek

z ortow, to wygrywa Bartek; jesli ktérakolwiek z reszek, to wygrywa Antek.
Zatem kazdy z nich ma prawdopodobienstwo wygranej réwne %, tak jak

przy rzucie zwykla moneta.

Dokladniejsza analiza pokazuje, ze Antek ma nieco wieksza szanse na wygranie.
Moze on bowiem po prostu zgadnaé jeden z czynnikéw pierwszych liczby n.
Moze takze, wybierajac liczbe z, trafi¢ na liczbe podzielna przez p lub przez ¢

i roztozy¢ w ten sposéb n na czynniki. Prawdopodobienstwa tych zdarzen

sg jednak tak bardzo male, ze w praktyce mozemy je zaniedbac.

Innymi grami losowymi, w ktore trudno gra¢ na odleglo$é, sa gry w karty.
Wynaleziono inne metody, za pomoca ktérych mozna rozdaé karty graczom tak,
by mogli zagra¢ np. w pokera. Inaczej jest jednak z gra w brydza: to jest gra
par, a nie indywidualnych graczy i trudno byloby zapobiec nielegalnej wymianie
informacji miedzy graczami w jednej parze.

Witold BEDNAREK

AzB

Czy istnieje para liczb blizniaczych bedgcych liczbamsi
Mersenne’a?
Mamy réwnanie

(@ 1) (27 —1) =2,
czyli 2P4 — 2P2 = 2. Jedyna para poteg dwojki rézniaca
sie 0 2 jest para 41 2, a wigec 2P* =41 2P2 = 2.
Stad p1 = 21 py = 1, ale 1 nie jest liczba pierwsza.
Zatem odpowiedz jest negatywna.

pierwsze p, ze 2p + 1 jest réwniez liczbg pierwsza.

Az C

Czy istnieje para liczb blizniaczych bedacych liczbamsi

Sophie Germain?
Liczby:

p, p+2, 2p+1, 2(p+2)+1
muszg by¢ pierwsze. Nie moze by¢ p = 2, bo wtedy
p+ 2 =4 jest liczba ztozona. Jezeli p = 3, to pozostale
liczby: 5, 7, 11 sa pierwsze. Zalézmy dalej, ze
p > 3. Wéwcezas p jest postaci 3k + 1 lub 3k + 2.

W pierwszym przypadku liczba

p+2=0Bk+1)+2=3(k+1)
jest zlozona. W drugim przypadku liczba
20 +2)+1=23k+2+2)+1=3(2k+3)

tez jest zlozona. Ostatecznie stwierdzamy, ze jedyna

taka para sa liczby 31 5.

BzC

Czy istnieje liczba Mersenne’a bedgca liczbg
Sophie Germain?

Liczby o1 i
- i

musza by¢ pierwsze. Mamy
2(2° — 1) +1 =21 1,

Jezeli p = 2, to liczby

2 —-1=22-1=3 i 2°"'-1=23-1=7
sa pierwsze. Jezeli p > 2, to p jest nieparzyste, czyli
p =2k + 1. Zatem

optl 1 = 92kH2 1 — 2kl )28 4 1)

jest liczba zlozona. Wobec tego tylko liczba 3 jest

zaréwno liczba Mersenne’a, jak i liczba Sophie
Germain.

2(2P —1) + 1



