Modelowanie rozwoju nowotworu
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Najprostsze modele, za pomoca ktorych mozemy probowaé opisaé¢ rozwdj
nowotworu, to modele jednorodne przestrzennie, tzn. nie biorace pod uwage
miejsca wystepowania nowotworu oraz otoczenia tego miejsca. Opisujemy

w nich zazwyczaj wzrost liczby (zageszczenia) komérek nowotworowych w calym
organizmie badZ w miejscu wystepowania nowotworu.

Jak zauwazono w eksperymentach, komoérki nowotworowe zachowuja sie
podobnie jak inne komérki czy organizmy zywe w srodowisku majacym
ograniczenia (ograniczone zasoby pozywienia i miejsca), tzn. rosna tylko
do pewnego, wtasciwego dla danego organizmu i srodowiska, zageszczenia.
Najprostszym sposobem modelowania tego zjawiska jest wigc tzw. krzywa
logistyczna (rys. 1).

Latwo spostrzec charakterystyczne cechy wzrostu logistycznego. Maksymalny
wzrost nastepuje w nim do pewnego poziomu K, ktéry nazywamy pojemnoscia
srodowiska. Ponadto, jesli poczatkowa wielko$¢ populacji Ny jest mniejsza

od K/2, to poczatkowy wzrost jest szybki, a potem nastepuje wysycenie (mamy
punkt przegiecia).

W bardziej skomplikowanych modelach bierzemy pod uwage réznorodne
komorki, np. w obrebie komérek nowotworowych rozrézniamy podpopulacje

lub bierzemy pod uwage nie tylko populacje komérek nowotworowych, ale takze
np. komérki systemu immunologicznego czy podawane leki. Populacje komérek
nowotworowych mozemy np. podzieli¢ na nastepujace podpopulacje:

e P(t) — komorki proliferujace (takie, ktére sie¢ namnazaja),
e U(t) — komorki uspione (zywe, ale nie maja warunkéw do namnazania),
e M(t) — komérki martwe.

Jak zbudowaé¢ model uwzgledniajacy te trzy podpopulacje?

Zalézmy, ze At =1 jest umowna jednostka czasu (dzien, godzina, sekunda,. . .).
Oznaczmy zmiany liczebno$ci w czasie rozwazanych podpopulacji komorek
nowotworowych przez AP(t), AU(t), AM(t), odpowiednio. Zaklada sie,

ze wszystkie opisywane procesy zachodzg proporcjonalnie do liczebnosci
odpowiedniej podpopulacji. Skoro zmiana liczebnosci kazdej z populacji odbywa
sie zgodnie z regula:

zmiana liczebnosci = rozrodczodé(przyrost) — $miertelno$é(ubytek),
mozemy napisa¢ nastepujacy uklad réwnan:

AP(t) = (k’pp —kpy — kp]\/[)P(t) + /CUPU(ﬁ),
AU(t) = kpuP(t) — (kup + kua)U (1),
AM(t) = kpUP(t> + kUMU(t) — )\M(i)

W réwnaniach tych wspotezynniki kiyx okresdlaja procent komorek, ktére
ze stanu u$pienia przeszly w stan X, a wspotezynniki kpx okreslaja, jaki
procent komorek proliferujacych przeksztalcil sie w stan X (X = U, P, M).

Wspdlcezynniki wystepujace w rownaniach w najprostszym przypadku moga by¢
nieujemnymi stalymi, natomiast bardziej ogélnie — powinny zaleze¢ od stanu
uktadu, czyli od zmiennych P, U i M. Mozna np. zastosowaé funkcje, ktore
powoduja wysycenie badZ wygaszanie opisywanych proceséw w zaleznosci od
liczby wszystkich komérek, co schematycznie mozna wyrazi¢ poprzez funkcje
przedstawione na rysunkach obok (rys. 2, 3, 4).

Zachowanie rozwigzan bedzie, oczywiscie, zalezalo od wyboru postaci
wspdlezynnikéw. Jesli przyjmiemy, ze wspolezynniki sa stale, to tylko

w przypadku niewielkiej zywotnosci komoérek (tzn., gdy spelniona jest
nieréwnosé kpp < kpy + kpar ) mozliwy jest powrét do stanu zdrowia,

ale w przypadku komérek nowotworowych zwykle spelniona jest nieréwnosé
przeciwna i liczba komoérek nowotworowych wzrasta.
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Model Lotki—Volterry, opisujacy
zachowanie si¢ dwéch populacji:
drapiezcéw P(t) i ich ofiar V (t), sktada
si¢ z dwéch réownan

{

gdzie AV oraz AP oznaczaja,
kolejno, przyrost liczebnosci V oraz P
w jednostkowym czasie At, a stale
r,a,b, s sg dodatnie. Widzimy, ze gdy

nie ma drapiezcéw, liczebno$é ofiar

AV =rV —aVP
AP =bVP — sP,

wzrasta liniowo (bez ograniczen),

a jesli nie ma ofiar, to drapiezcy ging

z braku pozywienia. Gdy wystepuja
obie populacje, rozwigzania rownan

Lotki—Volterry sa okresowe.

Rys. 5

Rozwigzanie zadania M 1004.
Ciag pj, jest rosnacy. Wystarczy
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W podobny sposéb mozna modelowaé zagadnienia zwiazane z walka systemu
immunologicznego z nowotworem. Sposob ten bazuje na klasycznym modelu
Lotki—Volterry, ktory opisuje zachowanie dwéch populacji — drapiezcy i ofiary
— w Srodowisku.

Modele przestrzenne

Zmacznie trudniejsze w badaniu sa modele przestrzenne, tzn. uwzgledniajace
np. geometrie nowotworu, miejsce jego wystepowania, otoczenie itp. Mozliwie
najprostszy model tego typu to jednowymiarowy model wzrostu symetrycznego
przestrzennie. Rozpatrujemy w nim funkcje zalezace od dwdch zmiennych, nie
tylko — jak poprzednio — od czasu (t), lecz takze od przestrzeni reprezentowane;
przez promien (7).

Niech ¢(r,t) oznacza stezenie skladnikéw pokarmowych w miejscu o promieniu r
od $rodka nowotworu i w chwili ¢, natomiast R(t) zewnetrzny promien
nowotworu w chwili ¢. Na zewnatrz nowotworu mamy stezenie sktadnikéw
pokarmowych réwne cz. Pokarm przemieszcza si¢ do $rodka nowotworu i jego
stezenie maleje wraz z odlegtoscia od brzegu.

Mozemy wyréznié trzy podstawowe stadia rozwoju wzrostu nowotworu
nieunaczynionego (poczatkowa faza wzrostu):

e stezenie skladnikéw pokarmowych w obrebie wystepowania nowotworu, tzn.
dla r < R(t), znajduje sie na poziomie powyzej pewnej progowej wartosci cy,
dla ktoérej komorki przechodza z fazy proliferacji do fazy uspienia, zatem
wszystkie komorki proliferuja;

e stezenie sktadnikéw pokarmowych w obrebie wystepowania nowotworu
jest powyzej kolejnej (mniejszej) warto$ci progowej ¢ > ¢y, co oznacza, ze
nowotwor dzieli sie na dwa obszary, wewnetrzny, w ktérym znajduja sie
komorki uspione, oraz zewnetrzny, gdzie komorki proliferuja;

e stezenie skladnikéw pokarmowych w obrebie wystepowania nowotworu spada
ponizej mniejszej warto$ci progowej ¢ < ¢y, co oznacza, ze nowotwor dzieli
sie na trzy obszary: wewnetrzny, w ktérym znajduja sie komérki martwe
(nekrotyczne), srodkowy, w ktérym znajduja sie komoérki uspione, oraz
zewnetrzny, gdzie komorki proliferuja.

Promienie poszczegdlnych obszaréw wewnetrznych oznaczamy przez Ry (t)
i Ry(t) (rys. 5).

Po raz pierwszy tego typu podejscie zostato zaproponowane juz w 1972 roku
przez Greenspana. Wiekszosé doswiadczen pokazuje jednak, ze obszar komorek
uspionych jest bardzo maly w poréwnaniu z dwoma pozostatymi, zatem

w wiekszosci modeli zaktada sie, ze Ry (t) = Ry (t) 1 nie rozpatruje si¢ obszaru
uspionego, a tylko obszar proliferacji i (ewentualnie) obszar nekrotyczny.

W kazdym z wyrdznionych obszaréw komérki umieraja, nazywamy to apoptoza
w przypadku komérek proliferujacych i nekroza (Smieré glodowa) w przypadku
komoérek w obszarze nekrotycznym.

W jaki sposob skonstruowaé ten model przestrzenny? Jakie rownania zapisac?
Podobnie jak poprzednio interesuje nas przyrost pewnych wartosci, piszemy
zatem

Ac=D—-U
AR=P -5,

gdzie Ac to przyrost ¢ w czasie, D — przeplyw w przestrzeni, tzw. dyfuzja,

U — czeé¢ pozywienia, ktéra zostala w tym czasie skonsumowana przez

komoérki nowotworowe, AR — przyrost R w czasie, P — przyrost spowodowany
proliferacja, ktora zalezy od stezenia sktadnikéw pokarmowych, a zatem

od czasu i miejsca, gdzie komoérki znajduja sie wewnatrz nowotworu, S — ubytek
liczby komérek spowodowany $miertelnoscia.
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Rozwigzanie zadania M 1005.
Niech k > 2. W k-tym dniu zmywa zona,
jesli
ew k—21ik—1 dniu zmywali
kolejno maz i zona. Tak si¢ dzieje
z prawdopodobienstwem Ep;\,.,g.

ALBO
e w k — 1 dniu zmywal maz, a nastepnie
los wskazal na zong. Tutaj szanse

1
WYNOSZ3 Epk,l .
Zatem

1
1—pr = -(Pk—1+ Pk—2)-
2

1
Ciag ri, = pr — 5 spelnia zaleznosé

1
—rg = E(rk,l + rr_2) =

=3 5Tk—3 T 5Tk—2 |-

Zatem

1
[re| < Z(\kaz\ + |re—sl).

Przez prosta indukcje wykazujemy, ze

4
Irl < SRT max(|r1l, |r2l, [rs]).
1

Zatem rp — 0 oraz pr — 3

W najprostszym przypadku, gdy wystepuja tylko komérki proliferujace, mozemy
w sposOb jawny zapisa¢ zmiane stezenia skladnikéw pokarmowych:

c(r,t) = cz — a(R*(t) — r?),
gdzie a jest wspélczynnikiem konsumpcji skladnikéw pokarmowych przez

komorki nowotworowe. Rownanie to ma sens, tylko gdy stezenie wewnatrz
nowotworu przewyzsza warto$¢ progowa cy, zatem

1
c(0,t) = cz — aR?(t) > cn, czyli R%(t) < =(cz — cn).
a

Dla takich wartosci R(t) mozemy wypisaé¢ réwnanie na przyrost tej zmiennej.
Okazuje sie, ze funkcja wzrostu jest wielomianem trzeciego stopnia. Co ciekawe,
jesli wykorzystamy réwnanie na zmiane R(t) do obliczenia zmian objetosci
nowotworu w czasie, to dostaniemy krzywa nieco podobna do logistycznej, gdzie
gléowna réznica polega na tempie wzrostu. W tym przypadku wzrost jest nieco
wolniejszy niz w przypadku logistycznym, zatem wartosci bliskie pojemno$ci
srodowiska osiggamy po dluzszym czasie.

Dla wiekszych wartodci R(t) musimy uwzgledni¢ wystepowanie regionu
nekrotycznego i w tym przypadku nie da si¢ juz jawnie wypisa¢ rozwiazan.
Okazuje sie, ze w tym przypadku promien obszaru nekrotycznego Ry (t)

ros$nie znacznie szybciej niz promien zewnetrzny R(t) i po pewnym czasie
ustala sie duzy obszar nekrotyczny otoczony niewielka warstwa komoérek
proliferujacych. Przedstawione modele dotycza tylko poczatkowej fazy rozwoju
nowotworu, gdy nie ma jeszcze naczyn krwiono$nych doprowadzajacych
sktadniki pokarmowe do wnetrza. Nastepnie rozpoczyna sie proces unaczyniania,
ktéry jest bardzo skomplikowany, co oczywiscie pociaga za sobg budowanie
znacznie bardziej skomplikowanych modeli, wymagajacych zaawansowanego
aparatu matematycznego. Prcz tego w rzeczywistosci (in vivo) nie mamy

do czynienia z sytuacja tak symetryczna jak w eksperymentach (in vitro)

i opisywanych wyzej modelach, co znéw komplikuje sprawe. Trzeba rozpatrywaé
bardzo niejednorodne struktury i jeszcze bardziej skomplikowane modele.

Zielonego nie ma

Mowa jest o zielonym kolorze w piérach ptakow.
Okazuje sie, ze zaden z naszych ptakéw — wlaczajac

w to papugi rozmaitych rozmiaréw — nie ma w piérach
zielonego barwnika. Bardzo tatwo si¢ o tym przekonad,
gdy ma sie zielone piorko jakiego$ ptaka. Wystarczy
polozy¢ je na kawalku czego$ solidnego i starannie
sttuc mtotkiem. Kolor zielony zginie. Jest tak dlatego,
ze zielen pior jest kolorem wylacznie strukturalnym

i powstaje wskutek zalamania si¢ $wiatta na malenkich

Oczywiscie barwnik zielony w piérach ptakdw
istnieje. Przywilej jego posiadania ma tylko jedna,
liczaca 18 gatunkéw, rodzina turakéw (sa to krewni
kukutlek). Barwnik ten nazywa sie, dla uczczenia ich
wyjatkowosci, turakowerdyna. Nie jest to jedyna ich
barwna osobliwos¢ — maja tez turacyne, zmieniajaca
kolor zaleznie od wilgoci z czerwonofioletowego

na granatowy i z powrotem.

(ale czultych na mlotek) przezroczystych pecherzykach

powietrznych.

Automat na galezi

Zapewne wielu intryguje fakt, ze ptaki potrafia siedzie¢ na gatezi

bez widocznego wysitku, potrafia na niej spac, cho¢ z punktu widzenia
mechaniki réwnowaga ta jest raczej chwiejna — rozmiary ptaka sa zdecydowanie
wieksze od $rednicy galezi. Utrzymywanie rownowagi sita mie$ni byloby
przeciez zbyt energochtonne. Tymczasem dziala tu bardzo proste urzadzenie
mechaniczne, w ktore Natura w toku ewolucji zaopatrzyla naszych latajacych
braci. Jego schemat jest widoczny na rysunku — im ciezszy jest ptak,

tym mocniej zwieraja sie jego szpony na galezi.

Jest, co prawda, pewien gatunek papugi (Loriculus gargulus z Wysp
Sundajskich), ktérego przedstawicielki maja zwyczaj spaé¢ wiszac pod galezia,
ale ,zaprojektowanie” pewnego chwytu w takiej sytuacji nie przedstawia juz
zadnego klopotu. Tym bardziej, ze uzywaja go rowniez nietoperze.

M. K.



