Matematyka epidemii

Rozpatrzmy zagadnienie rozwoju epidemii choroby
zakaznej rozprzestrzeniajacej sie w pewnej
izolowanej populacji sktadajacej sie z ustalonej
liczby osobnikéw N. Przyjmujemy, ze cala populacje
podzieli¢é mozna na trzy grupy:

X — podatni na infekcje, jeszcze nie zakazeni,
Y — zakazeni (i przenoszacy infekcje),
Z — uodpornieni po przejsciu choroby.

Przyjmujemy dalej, ze na skutek kontaktu zakazonego
osobnika ze zdrowym zakazenie przenosi sie z pewnym
prawdopodobienstwem. Zal6zmy, ze w chwili uznanej
za poczatkows infekcja zakazna pojawila sie u kilku
osobnikéw z grupy X, na przyklad w wyniku
kontaktu tych osobnikow z zewnetrznym wobec naszej
populacji zrédtem infekeji. Przyjmijmy tez, ze liczbe
podatnych na infekcje i zakazonych sprawdzamy

w regularnych odstepach czasu wyznaczonych przez
momenty kontrolne n = 0,1,2,..., a odstep czasu jest
porownywalny ze Srednig dlugoscia przebiegu choroby
u jednego osobnika. Chcielibyémy znaé¢ odpowiedzi

na trzy naturalne pytania:

1. Ilu osobnikéw jest w kazdej grupie w kolejnych
kontrolnych momentach?

2. Czy przy pewnych warunkach moze sie zdarzy¢,
ze nie wszyscy podatni przejda chorobe w trakcie
trwania epidemii?

3. Czy dalszy rozwdj epidemii zalezy od poczatkowej
liczby zachorowan?

Przy powyzszych zatozeniach stan s,

populacji opisuje tréjka liczb nieujemnych

Sn = (Tn,Yn, 2n), n=20,1,2,..., gdzie z;,, to
liczebnos¢ grupy X w n-tej chwili itd. Sprobujmy teraz
wyrazi¢ stan populacji w chwili n + 1, w zaleznosci
od jej stanu w chwili n, zakladajac, ze wczedniejsze
stany nie wplywaja nan bezposrednio. W tym celu
przyjmijmy najpierw, ze liczba p € (0, 1), niezalezna
od n, okresla prawdopodobienstwo tego, ze dowolny
osobnik z Y przekaze infekcje w wyniku spotkania
ktoremu$ osobnikowi z X w trakcie trwania jednego
kontrolnego przedzialu czasu. Jedli przyjmiemy, ze
kolejne spotkania w tym przedziale czasu to zdarzenia
niezalezne, to mozemy przyjaé, ze
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Prawa strona réwnania okresla prawdopodobienstwo
tego, ze w przedziale czasu od n do n + 1 nie dojdzie
do spotkania zdrowych z chorymi. Zauwazmy,
ze jesli y,, > 0 jest liczba calkowita, to jest to
prawdopodobienstwo wystapienia samych porazek
w ciggu ¥y, prob Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu réwnym p. Aby usprawiedliwi¢ takie
rozumowanie trzeba przyjaé, ze populacja jest ,,dobrze
wymieszana” to znaczy, ze kazdy osobnik z takim
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samym prawdopodobienstwem ma szanse spotkaé
dowolnego innego, innymi stowy, ze nie ma zadnych
uprzywilejowanych, oraz ze liczba chorych jest zawsze
istotnie mniejsza od liczby podatnych. Dla wygody

wprowadzmy parametr a > 0, taki ze 1 —p = e~ %,

W dalszym ciagu dopuszczaé bedziemy nie tylko
calkowite wartosci liczebnodci, godzac si¢ na zwigzana
z tym niedoktadno$é¢, tym mniejsza, im wigksze
liczby okreslaja liczby osobnikéw w poszczegdlnych
grupach. Mogliby$my takze operowaé liczebnosciami
wzglednymi czy gestosciami wprowadzajac

T =%, Up = % itd. Zalézmy dalej, ze w ciagu
trwania kontrolnego przedzialu czasu ~ procent
chorych ulega wyleczeniu i jest to zarazem parametr
charakteryzujacy skuteczno$é¢ dziatan shuzby
zdrowia. Biorac pod uwage powyzsze rozwazania,
mozemy zapisa¢ uklad rownan, ktory opisuje zmiane
stanu populacji przy przejsciu od n-tego momentu
kontrolnego do (n + 1)-ego:

(1) Tn+1 = e n Ln,
(2) Ynt1 = (1 — e~ )z + (1 = ¥)yn,
(3) Zn41 = Zn + VYn,

gdzie n = 0,1,2,... Uklad ten trzeba uzupelni¢
danymi poczatkowymi xg, yo, 20, ktére przyjmujemy
za dane. Zwréémy uwage, ze po dodaniu stronami
réwnan w ukladzie (1)—(3) dostajemy

T+l tYnt1 + 2nt1 =Tn +Yn + 20 = ...
...:1'0+y0+20:N,

zgodnie z naszym wyjsciowym zalozeniem. Zauwazmy
rowniez, ze jesli startujemy z nieujemnych danych
poczatkowych, to kolejno wyliczone wartosci

(Tn, Yn, zn) (zgodnie ze zdrowym rozsadkiem)
pozostaja nieujemne. Uklad rownan rekurencyjnych
(1)—(3) wraz z wezesniej przedstawionym opisem
tworzy model matematyczny rozwoju epidemii.
Pochodzi on od Kermacka i McKendricka (por. [1])

i zostal wprowadzony na poczatku lat trzydziestych
ubieglego wieku.

Z matematycznego punktu widzenia uktad (1)—(3) to dyskretny
uktad dynamiczny. Dyskretny, bo ,czas” przyjmuje tu tylko
»dyskretne warto$ci” n = 0,1,2... Wystepuja takze ciagte uktady
dynamiczne, na ogél zwigzane z rownaniami rézniczkowymi.
Zdecydowana wigkszos¢ modeli matematycznych wystepujacych

w naukach przyrodniczych i ekonomii to wlasnie, z matematycznego
punktu widzenia, uktady dynamiczne. Tak jak w naszym przypadku,

okreslajg one prawa, wedlug ktérych modelowany uktad przechodzi
od jednego stanu do drugiego.

Od tamtego czasu powstalo bardzo wiele innych
modeli matematycznych uwzgledniajacych wigksza
liczbe czynnikéw odgrywajacych role przy rozwoju
epidemii np. uwzgledniajacych fakt, ze odpornosé
osobnikéw zalezy od ich wieku, a mozliwo$¢ ich
kontaktu zalezy od ich rozmieszczenia na powierzchni
Ziemi. Uwzglednienie tych czynnikéw prowadzi

do znacznego rozbudowania struktury matematycznej



modelu. Powréémy jednak do naszego modelu.
Zauwazmy, ze kolejne wartosci s, czyli stany naszej
populacji, otrzymujemy iterujac przeksztalcenie,
zadane po wspélrzednych przez prawe strony

uktadu (1)—(3), startujac z dowolnego punktu

s0 = (0, Yo, 20) 0 nieujemnych wspélrzednych

z przestrzeni R?. Otrzymujemy wtedy trzy ciagi

{xn}n >0, {yn}n 20 {zn}n 20, Okreélajf%ce wspélrzgdne
ciagu punktéw w R?, tzw. trajektorie startujaca

z punktu sg, ktéra stanowi rozwiazanie naszego
problemu i udziela odpowiedzi na pytanie, jak
zmieniaja sie w czasie liczebnosci grup oséb podatnych
na infekcje, zakazonych i uodpornionych. Chcieliby$my
teraz odpowiedzie¢ na dalsze pytania. Czy ciagi
{n}n>0, {Un}n>0, {#n}n>0 sa monotoniczne?

Czy maja granice, a jedli tak, to jakie? Na te pytania
nie da si¢ odpowiedzieé¢ obliczajac tylko kolejne
wartosci &, , Yn, zn, na komputerze. Przyjmijmy

dla uproszczenia dalszych rozwazan, ze zawsze

pewien procent chorych zostaje wyleczonych (v # 0)

w ciggu kontrolnego przedzialu czasu oraz ze w chwili
poczatkowej zaden osobnik nie jest uodporniony

na dana infekcje (zo = 0).

Lemat. Jesliv # 0 oraz zo =0, to

T, = zoe WV dlag n > 1.
Dowdéd. Wystarczy wyliczy¢ y, z (3) i wstawié je
do (1) pamietajac, ze zg = 0.

Ciag {Zn}n>0 jest z dolu ograniczony przez 0

i malejacy, ma zatem granice i korzystajac z lematu
z tatwoscia dowodzimy

Twierdzenie. Jesli v # 0, zg = 0, to istniejg liczby
TZeCZYWISte Too, Yoo, 2o, takie Ze

lim z, = T,

n—-+4oo

im v, = Yoo,
n—-+4oo

lim 2z, = 2o,
n—-+4oo

0102 Too >0, Yoo =0, 2oo = N — Zo-

Mozemy teraz odpowiedzie¢ na drugie z postawionych
na poczatku artykulu pytan. Skoro bowiem
ciag {xn}n >0 jest malejacy, to — gdy tylko wartosé

graniczna x, jest wicksza od 1 — nie wszyscy podatni
na infekcje przejda chorobe w trakcie trwania epidemii.

Sprébujmy na koniec choéby cze$ciowo odpowiedzied
na trzecie spoérod pytan postawionych na poczatku
artykulu. Przyjmijmy mianowicie, ze yo = 1, a wiec
jeden osobnik zachorowal w chwili poczatkowej. Przy
jakim warunku liczebno$é¢ chorych osobnikéw wzrosnie
w kolejnym momencie kontrolnym? Z réwnania (2)
mamy

y—1=1—y—-1—(1—-e""zo > 0.
Otrzymujemy stad warunek progowy na rozwdj
epidemii

Ty > S S
1—e @

Sprobujmy zinterpretowac ten warunek. Po pierwsze
widzimy, ze rozwdj epidemii jest mozliwy, jesli
liczebnos¢ xy podatnych na infekcje jest dostatecznie
duza.
Wiadomo dzi$ juz, ze rozwdj epidemii wirusa HIV byl zwigzany

z przemianami obyczajowymi ostatnich dekad ubiegtego wieku
i zwigzanym z nimi przekroczeniem liczebnosci krytycznej.

Chcac przeciwdzialaé wzrostowi epidemii powinnismy
zatem zadbaé o to, aby x* bylo jak najwieksze, wtedy
w malych izolowanych populacjach epidemia nie
rozwinie sie. Mozna to osiagna¢ zwiekszajac v, tzn.
intensyfikujac profilaktyke i efektywnosé leczenia

— duze v oznacza, ze duzy procent chorych ulega
wyleczniu w ciagu trwania okresu kontrolnego.

Mozna takze wplynaé¢ na zmniejszenie mianownika
we wzorze okreslajacym x*, to znaczy zmniejszy¢
prawdopodobienstwo kontaktow pomiedzy osobnikami,
na przyktad stosujac izolacje chorych, czyli
kwarantanne. Te wnioski zdaja sie by¢ zgodne

z naszymi oczekiwaniami. Podsumowujac, widzimy,
ze konstrukcja modelu matematycznego i jego

analiza wskazuje na istnienie wartosci progowej i daje
mozliwo$¢é jej oszacowania. Co wiecej, dowiadujemy
sie, w jaki sposéb mozemy wplywaé na jej wielkosc.
Dodajmy, ze bardziej ztozone modele matematyczne
roéwniez potwierdzaja istnienie liczebnosci progowe;j

w rozwoju epidemii.

[1] F.C. Hoppensteadt, C.S. Peskin, Mathematics in Medicine
and the Life Sciences, Springer-Verlag, New York, 1992.
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4 Rozwigzanie zadania F 581.
Powigkszenie poprzeczne wynosi 3 = h'/h =a’/a = f/(a — f) (rysunek).
h Powigkszenie podluzne réwne jest o = ' /x. Aby je obliczyé, zapiszmy réwnanie soczewki w postaci
F o 1/(a—x)+1/(a’ +2')=1/f, stad af—&-;L":f-(a,—w)/(a,—f2— x).
[ Ale o’ = af zatem z’ = f-laz2) __af = of .
' F K @5 a—f-2 a-J (a-Na-J-2)
1 ’ 2 2 . 2
! a a ! Powigkszenie podluzne wynosi wigc: oo = r_ - f - = A (ali i3) = A —.
: : T (a— f)la—f—x) a—f—=x 1—xz/(a—f)
v Jesli podtuzny wymiar ciala jest niewielki, tzn. < a — f, to o = 2.
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Rozwigzanie zadania F 582.

Dla a = 2f powigkszenie poprzeczne wynosi f = 1, a powigkszenie podluzne réwne jest
a=1/(1—r/f), gdzie r jest promieniem kulki. Zatem podluzny wymiar obrazu jest wigkszy
od poprzecznego; obraz kulki bedzie wydluzong elipsoidg obrotowsa.
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