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Skrét regulaminu mozna znalezé w poprzednim i nastepnym numerze Delty.

® Zadania z matematyki nr 447, 448 Redaguje Marcin E. KUCZMA

447. Odcinek CD jest dwusieczna kata C trojkata ABC'. Prosta £ jest styczna
do okregéw opisanych na tréjkatach ACD i BC'D w punktach P i Q). Dowiesé,
ze jest ona takze styczna do okregu przechodzacego przez $rodki odcinkéw AD,

' Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Termin nadsylania rozwiazan:

3LXII2002  BD i PQ.
Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 435 (WT = 1,66) i 436 (WT = 2,63)
z numeru 2/2002

Jacek Klisowski — Lublin 43,23
Tomasz Rawlik — Braunschweig 39,43

nieréwnosé

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2002

443. Rozwazamy alfabet zlozony z trzech znakéw: 0, 1, 2. Niech

an, bedzie liczbg stéw dlugosci n, w ktérych nie wystepuje blok

11 ani 22. Niech b,, bedzie liczba stéw dlugosci n, w ktérych

nie wystepuje blok tréjelementowy ztozony z trzech réznych znakow.
Wykazaé, ze 3a, = bpy1.

443. Stowo, w ktérym nie wystepuje blok 11 ani 22,
nazwijmy {adnym. Stowo, w ktérym nie wystepuje zaden
z blokéw 012, 021, 102, 120, 201, 210, nazwijmy dobrym.

Niech x,, bedzie liczbg stéw tadnych dltugosci n

(krétko: n-stéw tadnych), zakoniczonych znakiem 1 lub 2,
i niech y, bedzie liczbg n-stéw tadnych, zakonczonych
znakiem 0; zatem a,, = ©,, + yn. Z tadnego n-stowa
pierwszego z tych typéw mozna przez dopisanie jednego
znaku uzyska¢ jedno tadne (n+1)-stowo pierwszego

typu i jedno drugiego typu. Z tadnego stowa drugiego
typu mozna uzyskaé¢ dwa tadne stowa pierwszego typu

i jedno drugiego typu. Wobec tego xn+1 = Tn + 2yn,
Yn+1 = Tn + Yn. Niech teraz u, bedzie (dla n > 2) liczba
n-stéw dobrych, zakonczonych dwoma znakami réznymi,
i niech v,, bedzie liczbg n-stéw dobrych, zakonczonych
dwoma znakami jednakowymi; tak wiec b, = un + vn.
Rozumujac podobnie, jak poprzednio, dostajemy

WZOTY Un+1 = Un + 2Un, Unt1 = Upn + U, — identyczne

z zaleznos$ciami rekurencyjnymi dla ciagéw (zn), (yn).
Latwo sprawdzié, ze x1 =2, y1 =1, us =6, v2 = 3.
Stad przez indukcje wynikajg réwnosci 3z, = Un+t1

i 3yn = vn41 dla wszystkich n > 1. Dodajemy je stronami
i mamy tez¢: 3an, = bpy1.

444. Oznaczmy punkt przeciecia odcinkéw AD, BE, CF
przez S.

Jezeli A jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie PDQ),
to trojkat APQ jest réwnoramienny (|AP| = |AQ)).

Stad i z okreslenia punktéw P i Q wynika, ze |X ABE| =
= |XAPE| = |[X AQF| = |X ACF|, a zatem na czworokacie
BCEF mozna opisaé¢ okrag. W takim razie | DCA| =

= |[XBCE| = |[X EFA| = |[XQFA| =[x QCA|. Trojkaty
DCA i QCA maja wspélny bok C' A oraz réwne boki

AD, AQ i réwne katy DCA, QCA. Stad wynika
alternatywa

|[x ADC| = |x AQC| lub |[X ADC| + |[x AQC| = 180°.

Jezeli zachodzi pierwsza réwnosé, to trojkaty DCA i QC' A
sa przystajace, wigc |[X FAS| = |XCAD| = |« CAQ| =
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448. Udowodni¢, ze dla kazdej czwoérki liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi

c—b d-c

a—d
>0

d+a+

a+b+b+c+c+d/ '

Zadanie 448 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Przypominamy tres¢ zadan:

444. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty D, E, F leza
odpowiednio na bokach BC', CA, AB, przy czym proste AD, BE,
C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie. Prosta EF przecina okrag
opisany na tréojkacie AEB w punktach E i P, a okrag opisany na
trojkacie AFC w punktach F' i Q. Udowodnié¢, ze punkt A jest
$rodkiem okregu opisanego na tréjkacie PDQ wtedy i tylko wtedy,
gdy odcinki AD, BE, C'F sa wysokosciami tréjkata ABC'.

= |[XCFQ| = |« SFE|, co oznacza, ze na czworokacie
SEAF mozna opisaé¢ okrag.

Jezeli zachodzi druga réwno$é, to punkt D lezy na okregu
przechodzacym przez punkty C, Q, A, F'. Stad oraz

z istnienia okregu (BCEF) dostajemy zaleznosé¢ | FAS| =
= |XFAD|=|XFCD|=|xFCB|=|xFEB| = |XFES|,
ktora pokazuje, ze takze w tym przypadku mozna na
czworokacie SEAF opisaé okrag.

Poniewaz wreszcie |[X SEA| = |X BEA| =180° — |[X EAB| —
“|X ABE| = 180° — |£ CAF| — |£ ACF| = |« CFA| =

= |[X SFA|, zatem z istnienia okregu opisanego na
czworokacie SEAF wynika, ze |[X SEA| = [X SFA| =90°,
czyli odcinki BE, CF (i AD) sa wysokosciami tréjkata
ABC.

Na odwrét, gdy te trzy odcinki sa wysokosciami, to na
kazdym z czworokatéw BCEF, CAFD, ABDFE mozna
opisa¢ okrag. Drugi z tych okregéw przechodzi przez
punkt Q, a trzeci przez P. Zatem |[£ AQD| =
=|[XACD| = |XECB| = |XAFE| = |X AFQ| =

= |X ADQ)|, czyli trojkat ADQ jest réwnoramienny:
|AD| = |AQ|. Analogicznie uzasadniamy réwnosé

|AD| = |AP|. Tak wigc punkt A jest srodkiem okregu
opisanego na trdjkacie PDQ.

A
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Termin nadsylania rozwigzan:
31 XII 2002

Zadania z fizyki nr 344, 345

Redagugje Jerzy B. BROJAN

344. Na powierzchni poziomej moze poruszac

sie bez tarcia pryzmat, ktoérego przekrdj

poprzeczny jest tréjkatem réwnoramiennym

o podstawie a i kacie tamiacym 2a = 160° b
(rys. 1). Wspélezynnik zalamania szkla
pryzmatu jest réwny n = 1,5. Na pryzmat
skierowano pionowo od gory wiazke swiatta
o szerokosci b = (3/4)a i mocy P = 8000 W, a

rowno roztozonej na tej szerokoscei. Rys. 1

Naszkicowaé wykres sity F' dzialajacej na pryzmat w kierunku poziomym,

w zaleznosci od przesunigcia x $rodka pryzmatu wzgledem $rodka wiazki.
Obliczy¢ maksymalna warto$é tej sity. Pominaé¢ odbicie swiatla od ktorejkolwiek
z rozpatrywanych powierzchni.

%0 —

345. Naczynie o porowatych $ciankach wlozono otworem do wody (rys. 2).
Gdy wtaczono spirale grzejna, z naczynia zaczely wydobywaé sie pecherzyki

powietrza, przy czym proces ten mial charakter stacjonarny (nie mijal

Rys. 2

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2002

340. Dwie stacje kosmiczne
krazg wokot Ziemi po
orbitach kotowych lezgcych
w tej samej plaszczyznie,
przy czym zwrot obiegu
orbit jest zgodny, a ich
promienie wynosza
odpowiednio Rz i 2Rz, gdzie
Rz jest promieniem Ziemi
(oczywiscie, w praktyce
promien pierwszej orbity
musi by¢ nieco wigkszy

ze wzgledu na opor
p.ow1ct.rza). Aby prg})mcsc Rys. 3
sie z pierwszej stacji
na druga, kosmonauta wsiada do ,takséwki kosmicznej”, ktora
odlgcza si¢ od pierwszej stacji i rozpedza do predkoéci takiej, aby

340. Postepujac podobnie jak przy wyprowadzeniu
III prawa Keplera (tzn. podstawiajac site grawitacji
jako site dosrodkowa w ruchu po okregu) dochodzimy
do wniosku, ze predko$é ruchu po orbicie kotowej

0 promieniu r jest dana wzorem

GM
r

gdzie M — masa Ziemi, G — stata grawitacji. Widzimy, ze
predkosé drugiej stacji jest rowna

1
21}k.

W nastepnym kroku rozwazmy ruch ,takséwki” po elipsie,
dla ktérej perygeum jest odleglte od $rodka Ziemi o rq,
a apogeum o 7. Oznaczmy odpowiednie predkosci przez vy
i v2; z zasady zachowania momentu pedu wynika réwnanie
vir1 = v2ra, a z zasady zachowania energii — réwnanie

v} GM _ v:  GM

2 T1 o 2 T2
Rozwigzania maja postac

2GMrs 2GMr,

v = _— Vo = -
! ri(ri 4 r2) ? ro(ry 4+ r2)

15

po ustaleniu sie temperatury). Wyjasni¢ przyczyne zjawiska.

Przypominamy tresé¢ zadan:

jej orbita siegnela orbity drugiej stacji (rys. 3); w chwili zblizenia

do drugiej stacji kolejne wiaczenie napedu ,takséwki” powoduje
zréwnanie predkoéci obu pojazdéw. Oba czasy rozpedzania
,wtaksowki” uznajemy za bardzo krétkie w poréwnaniu z okresem
obiegu Ziemi przez ktéragkolwiek ze stacji.

a) Ile powinien wynosié¢ przyrost predkosci ,takséwki” przy kazdym
wlaczeniu napedu? Dana jest warto$¢ I predkosci kosmicznej vy,
(predkosci orbitalnej pierwszej stacji).

b) O jaki kat o powinna wyprzedzaé¢ druga stacja pierwsza w chwili
rozpoczecia podrézy takséwki”, czyli przy pierwszym wlaczeniu
silnikéw?

341. Opornosé termistora potprzewodnikowego zalezy od
temperatury wedlug rysunku 4 (str. 16), a szybkosé¢ odptywu ciepta
z termistora zalezy od temperatury wedlug rysunku 5 (str. 16).
Jakie maksymalne napigcie mozna przytozyé do termistora, nie
powodujac przy tym nieograniczonego wzrostu temperatury?

a po podstawieniu r1 = R., ro = 2R, otrzymujemy

= \/jUk i 172\/j1)k

Zatem szukany przyrost predkosci przy pierwszym
rozpedzeniu wynosi

Avy = (\/g 1)Uk =~ 071551%7

a przy drugim:

1 1
Avg = ——4/= ~ 0,1 .
V2 (\/; \/g) Uk O7 BOUk

Aby obliczyé kat poczatkowego wyprzedzenia pierwszej
stacji przez druga, trzeba wiedzieé, ze w III prawie Keplera
dla orbit eliptycznych role promienia pelni wielka pétos
elipsy. Stad wynika zwiazek

3/2 3/2
[y 3
Tgi 2 T2 o 4

gdzie T jest okresem obiegu Ziemi przez ,takséwke”, a Th
— przez druga stacje. Dalej nietrudno juz wyliczy¢, ze

3 3/2
=(1-(= -180° = 63,1°.
( (4) ) 80° — 63,



