Dywan Sierpinskiego

Wymiar podobienstwa figury (plaskiej) to taka liczba D, ze cala te figure
mozna podzieli¢ na N = n? czesci podobnych do calodci w skali r = % (n>1).
In N
Wynika stad, ze D = 27 Nietrudno zauwazy¢, ze jesli podzial, o ktérym
nn
mowa wyzej, jest mozliwy, to mozna figure podzieli¢ takze na N* czesci o skali

podobienistwa *, dla kazdej liczby naturalnej k. Nie zmienia to jednak wymiaru,

gdyz
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= ——. Nie dziw, ze mogg sie pojawi¢ wymiary, nie bedace
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liczbami catkowitymi (i ze nie kazda figura ma wymiar podobienstwal).
Dywan Sierpinskiego jest przykladem figury z niecalkowitym wymiarem

podobienstwa. Oto przepis na konstrukcje dywanu. Podzielmy kwadrat

jednostkowy na 9 przystajacych kwadratéw (o boku dlugosci 1/3) i usunmy
srodkowy z nich, czyli ten, ktory jest calkowicie zawarty we wnetrzu duzego
kwadratu. To, co zostaje, czyli figure zlozona z 8 przystajacych kwadratéw,
nazwijmy S (rys. 1). Powtérzmy to postepowanie wobec kazdego z tych

S—lowo Banacha

Stowa skladaja si¢ z liter. Te litery nadaja im sens lub
czynia je bezsensownymi. Sam schemat ustawienia
liter na og6l nie wyznacza sensu stowa, ale moze
niektére znaczenia wykluczy¢. Np. piecioliterowe stowo
zbudowane z trzech liter o schemacie

afBypa,
moze by¢ stowem KAJAK lub NAGAN, a nie moze
by¢ stowem BANAN.

W matematyce istnieja jednak stowa takie, ze ich
sens jest zawsze taki sam, niezaleznie od tego, jakie
znaczenie (sposrdod elementéw ustalonego alfabetu)
wybierzemy dla liter.
Oto takie stowo podane przez Stefana Banacha:
a?Ba~26 20 B0t 820 2 Ba 25202
jezeli za « i B podstawimy dowolng izometrie zwyklej
plaszczyzny euklidesowej, to stowo to oznaczaé¢ bedzie
identyczno$é, przeksztalcenie nieporuszajace zadnego
punktu.
Kolejno wypisywane symbole izometrii oznaczajg ich zlozenie,

wykladnik —1 oznacza przeksztalcenie odwrotne, wyktadnik 2
oznacza dwukrotne wykonanie przeksztalcenia itd. Przy tym napisy
typu ’yk'y*k i 'y*k'yk zawsze znikajg.

Izometria to przeksztalcenie niezmieniajace zadnej odleglosci.

Na ptlaszczyznie euklidesowej kazda izometria jest przesunieciem,
obrotem lub symetrig z poslizgiem (czyli zlozeniem symetrii osiowej
z przesuni¢ciem réwnolegltym do jej osi; w szczegdlnosci symetria
osiowa jest symetrig z zerowym poslizgiem).
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8 kwadratéw. Otrzymamy 8% kwadratéw o boku 1/32% i te figure nazwijmy So
(rys. 2). Dzialajac tak dalej, w k-tym kroku otrzymamy figure Sk, zlozona

z 8% kwadratéw o boku 1/3%. Dywanem Sierpiniskiego nazywa sie czesé wspélna
wszystkich zbioréw Sy dla k € N, czyli to, co zostaje po usunieciu wszystkich
wnetrz coraz mniejszych kwadratow. Jak wynika ze wzoru, jego wymiarem

In8
podobienstwa jest liczba 111_3 ~ 1,89279. Tak wiec dywan Sierpinskiego jest

fraktalem: jest figura samgpodobn@ (rozklada sie na cze$ci podobne do calosci)
i ma niecatkowity wymiar podobienstwa. Co réwnie ciekawe, jest takze ciagtym
obrazem odcinka (0, 1), rozcinajacym plaszczyzne R? na tyle czedci, ze do ich
ponumerowania trzeba by bylo uzyé wszystkich liczb naturalnych.

Ciekawe, ze dla przestrzeni trojwymiarowej stowa
takiego wymysli¢ sie nie da (podobnie bedzie dla
zaréwno dwu-, jak i wiecejwymiarowych przestrzeni
eliptycznych i hiperbolicznych).

Po co komu takie stowo? Okazuje sie, ze

w przestrzeniach, gdzie takie stowo nie istnieje,
mozliwy jest paradoksalny rozkiad, co oznacza, ze
gdy mamy dwa zbiory ograniczone i zawierajace
choéby mala kulke (dla dwéch wymiaréw — kdtko),
to mozna jeden z nich podzieli¢ na skonczona liczbe
czesci, z ktérych — bez zmiany ich ksztaltow ani
rozmiardéw, czyli izometrycznie — mozna ultozy¢ drugi.
W szczegdélnodcei np. mozna kule podzieli¢ na piec
czedcl, z ktorych da sie utozy¢ dwie takie same kule.

Istnienie takiego stowa méwi, ze dowolne izometrie

sa tak wzajemnie powiazane, ze podobne figle sg
niemozliwe. Banach, znajdujac to stowo, wykazal, ze
na plaszczyznie euklidesowej paradoksalnego rozktadu
nie ma. Nie wiedzial, ze jest to jedyna przyzwoita
geometria o tej wlasnosci — rzecz zostala dowiedziona
w kilku podejéciach i jest wiadoma od 1987 roku.

Ciekawe, ze krétsze stowo o tej wlasnosci nie istnieje.



