Krzywe eliptyczne

Lev KOURLIANDTCHIK, Boris LURJE

Krzywa nazywa sie eliptyczna, jezeli za pomoca
pewnych przeksztalcen (z ktérych czesé bedzie
zademonstrowana dalej) moze byé przedstawiona
w postaci y? = f(z), gdzie f jest wielomianem
stopnia trzeciego bez pierwiastkow wielokrotnych.
Jest oczywiste, ze taka krzywa jest symetryczna
wzgledem osi odcietych.

Szczegblna wlasnoscia krzywych eliptycznych jest fakt,
ze punkty na tych krzywych mozna ,dodawad”.

Niech P; i P, beda dwoma réznymi punktami krzywej
eliptycznej, niesymetrycznymi wzgledem osi odcietych.
Poprowadzmy prosta przez te punkty. Gdy prosta ta
przecina krzywa w punkcie Ps, punkt P, symetryczny
do punktu Ps; wzgledem osi odcietych, nazywa sie
sumg punktéw Py i Py. Oznaczmy ja przez P & Ps.
Jezeli prosta P Py jest styczna do krzywej w jednym
z tych dwbch punktéw, to ten punkt stycznosci
przyjmujemy jako Ps. Dalej, gdy P; = Ps, zamiast
siecznej bierzemy styczna. Gdy wreszcie prosta P P
jest réwnolegta do osi rzednych, za sume uwazamy
oddalony w nieskoniczonos¢ punkt O, ktéry odgrywa
role zera wzgledem definiowanego dodawania, to
ZNaczy

OdpA=Ac0=A
Okazuje sie, ze tak zdefiniowane dodawanie punktéw
ma ,zwykle” wlasnosci dodawania, mianowicie

A®d B=Ba® A,
(AeB)®C=A®(B®C),
a rownanie A X = B ma tylko jedno rozwiazanie.

Zinterpretujemy teraz to dodawanie analitycznie.

Niech sieczna (styczna) ma réwnanie y = kx + b.
Podstawiajac y do réwnania krzywej y? = f(x),
otrzymujemy réwnanie trzeciego stopnia
f(x) — (kz +b)? = 0. Znane sa nam dwa
pierwiastki x1 i 22 tego réwnania (odpowiadajace
punktom P i Py). Trzeci pierwiastek xs wyraza sie
przez x1 i xa, na mocy wzordw Viete’a, w sposéb
wymierny. Ponadto

P1 ) PQ = (563, 7([6563 + b))
Jesli wspotezynniki wielomianu f sa liczbami
wymiernymi, a dodawane punkty krzywej
maja wspélrzedne wymierne (punkt O tez
uwazamy za wymierny), to ich suma jest punktem
o wspoélrzednych wymiernych.

Rzeczywiscie, wspélczynnik kierunkowy prostej
taczacej punkty wymierne jest liczba wymierna

(wsp6lezynnik kierunkowy stycznej tez jest wymierny).

Zatem na mocy twierdzenia Viete’a odcigta sumy

(a wiec 1 rzedna) jest liczba wymierna. Na przyklad
na krzywej 32 = 22 + x + 6 latwo znalezé dwa punkty
o wspélrzednych wymiernych, mianowicie (2,4)
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i(3,—6), ktére w sumie daja punkt zupelnie
nieoczywisty, mianowicie (95, 926).

Idea dodawania punktéow krzywej eliptycznej okazata
sie wyjatkowo owocna i pozwolita uzyskaé¢ do$é
glebokie wyniki. Na przyklad jeden z najbardziej
znaczacych wynikow konca dwudziestego wieku,
mianowicie dowdd Wielkiego Twierdzenia Fermata,
przeprowadzony przez Andrew Wilesa, opiera sie

na glebokim badaniu pewnej krzywej eliptycznej.

Tu zajmiemy si¢ sprawa liczby punktéow wymiernych
na krzywej

(1) v =a(r+1)(z+9).

O krzywej tej pisaliémy juz w Delcie 7/2002, gdzie
wykazalidémy, iz fakt istnienia na niej tylko siedmiu
punktéow o obu wspélrzednych wymiernych pociaga za
soba nieistnienie tréjkata rownoramiennego o bokach

i sSrodkowych dtugosci catkowitej. Niemniej jednak
zliczenie punktéw wymiernych na tej krzywej jest
interesujace samo w sobie.

Punkty wymierne rozpatrywanej krzywej to, jak tatwo sprawdzié
A =(=9,0), Ay =(-3,6), As=(-3,-6),
Ay = (—-1,0), As =1(0,0), Ag=(3,12), A7 = (3,-12).

Prosimy tez sprawdzié, ze ponizsza tabelka opisuje ich dodawanie.

D |O |A1|Ax | A3 |As| A5 | As | A
O |O A |As | A3 | Ay | As | As | A7
Ay |A1L O A7 | Ag |As | Ay | Az | Ay
Ax | As |A7 | A5 |O | A6 | Az | A1 | Ay
Ag | As | A6 |O | As | Ar | Ao | As | A
Ay | As | As | Ao | A7 | O | As | As | Ag
Ay | As | As | As | Az | A1 | O | A7 | Ag
Ao | Ao | As | AL | Aa | Az | A7 [ A5 | O
A; | A | Ao | As | A1 | A3 | Ag |O | A5

Wykazemy, ze nie ma ich wiecej.

Sposéb bedzie taki, ze zamiast badac te krzywa,
bedziemy badaé inna, na ktorej punktéw wymiernych
jest jeszcze mniej. Skorzystamy z do$é czesto
stosowanej metody.

Poprowadzmy prosta y = kx przez poczatek ukladu
wspoélrzednych i dowolny inny punkt (x, y) badanej
krzywej. Jesli wybrany punkt jest wymierny, to liczba
k oczywiscie tez bedzie wymierna. Otrzymujemy

(kx)? = z(z+1)(x+9), stad 2®+ (10 —k*)z+9=0.
A wiec wyréznik tej funkeji kwadratowej
(10 — k*)? — 36 = (k? — 4)(k* — 16)

jest kwadratem liczby wymiernej.
Niech k = 2p. Wtedy

(k* = 4)(k* = 16) = 16(p* — 1)(p* — 4),
i liczba p?(p? — 1)(p? — 4) jest kwadratem. Oznaczmy
t=p2.



Mamy 22 = t(t — 1)(t — 4), gdzie z jest liczba
wymierna.

A wiec kazdy punkt wymierny krzywej (1) generuje
punkt wymierny krzywej

(2) y? =z —1)(z —4).

Stosujac takie samo rozumowanie, dojdziemy

do wniosku, ze kazdy punkt wymierny krzywej (2)
generuje punkt wymierny krzywej (1). Takie krzywe
nazywamy biwymiernie rOwnowaznymsi.

Dalej wykazemy, ze na krzywej (2) sa tylko trzy
punkty o obu wspélrzednych wymiernych, mianowicie
(0, 0), (1, 0) i (4, 0). Punkty te tworza siedem
wymiernych punktéw krzywej (1) w nastepujacy
sposob:

e dla punktu (0, 0) krzywej (2) mamy t =p =k =0,
co prowadzi do punktéw Ay, Ay i As krzywej (1);

e punkt (1, 0) krzywej (2) odpowiada liczbie t = 1,
co oznacza, ze p = —1 lub p =1, a wiec k = —2 lub
k = 2, co daje punkty Ay i Az krzywej (1);

e wreszcie punkt (4, 0) generuje punkty Ag i Az.

Aby wiec wykazaé, ze na krzywej (1) jest dokladnie
siedem punktéw wymiernych wystarczy wykazaé, ze
na krzywej (2) jest ich dokladnie trzy.

W tym celu warto udowodni¢ najpierw dwa lematy.
* % K

Lemat 1. Niech C = (x0, yo) bedzie punktem wymiernym
krzywej (2), przy czym yo # 0. Wtedy odcieta punktu C' @ C
jest liczbg wymierna.
Dowdéd. Réwnanie stycznej do krzywej (2) w punkcie C' ma postaé
y =y (zo)(z — o) + yo-
Otrzymujemy
(' (zo)(x — o) + yo)2 = 2% —52% + 4x.
Stad
@® = (54 (y'(20))*)a” + pz + ¢ = 0.
Niech z1 bedzie odcigta punktu C' @ C. Wtedy liczby z¢ i 1 beda
pierwiastkami tego réwnania. Co wigcej, xo jest pierwiastkiem
podwdjnym.
Zatem na mocy twierdzenia Viete’a uzyskujemy

2z0 + 21 = 5+ (3 (20))°.

Poniewaz
y? = () = ® — 52® + 4z,
wigc
’ ’ 2
2y-y = f =3z — 10z + 4.
Wobec tego
O N S i
2y 4y? 4f -
A wigc
(f'(x0))? (3zg — 10z0 + 4)2
=5+ —— -2 =54+ ——2 =
o * 4f(zo0) o + 4(z3 — bak + 4zo) *o
_ x378zg+16 _ (x§74)2
4f(zo0) 2yo

co konczy dowdd lematu 1.

* k x

Lemat 2. Jesli na krzywej (2) istnieja punkty wymierne rézne
od trzech oczywistych, to na tej krzywej istnieje punkt

6

wymierny Cq = (z1, y1), taki ze

1) z1 >4,

2) z1 jest kwadratem liczby wymiernej,

3) licznik liczby 1 w postaci nieskracalnej jest liczba parzysta.

Dowéd. Niech Cy = (x0, yo) bedzie dowolnym punktem wymiernym
na krzywej (2) réznym od trzech oczywistych. Oznaczmy

By = (0, 0), By = (1, 0), Bg = (4, 0). Znajdziemy odcigte punktéw
Co & B1, Co ® B2, Co @ Bs.

4
Doé¢ prosty rachunek wykazuje, ze odcigta Co @ By wynosi —.

Zo
Odcieta punktu Cy @ Bz jest rowna

(Ig — 1)2I0 -

yg zo(xo — 1)(z0 — 4) _xo—4
(CEO — 1)210 xro — 1.
Wreszcie, odcigta punktu Co @ B3 wynosi

(4y0)? _A(mo— 1)
(zo — 4)%4xg zg—4

Na mocy lematu 1 mozna przyjaé, ze xo jest kwadratem liczby
wymiernej. Wtedy odcigte czterech rozwazanych punktéw

Co, Co @ B, Co @ Bz, Co @ Bs beda kwadratami liczb
wymiernych.

Te odcigte wynoszg odpowiednio

4 o — 4 4(xo — 1)
;’ zo—1" zo—4
Wszystkie te liczby naleza do zbioru (0, 1) U (4, co).

Zo,

Zatem dokladnie dwie liczby nalezg do przedziatu (0, 1), dwie
pozostalte za$ sa wigksze od czterech.

4
Zaznaczmy, iz w parze xg i — przynajmniej jeden z licznikow
o

jest liczba parzysta. To samo jest prawdziwe dla drugiej pary
liczb. Latwo sprawdzié, ze jedna sposréd czterech liczb spelnia
warunki 1) i 3). Na przyktad jezeli liczba 0 < z¢p < 1 ma parzysty

. . . . . xo—4
licznik, to zadang liczba bedzie .
xo — 1
A to konczy dowdd lematu 2.
* Kk Kk

Powr6émy do dowodu, ze na krzywej (2) istnieja tylko
trzy, podane wyzej, punkty o obu wspoélrzednych
wymiernych.

Przypuéémy zatem, ze na krzywej (2) istnieje czwarty
punkt wymierny. Niech C; = (21, y1) bedzie punktem,
ktorego istnienie gwarantuje lemat 2, czyli niech dla

2
pewnych liczb naturalnych a i b bedzie z1 = biQ’ gdzie
b jest liczba nieparzysta, a > b i (a,b) = 1.

Poniewaz x1(x1 — 1)(x1 — 4) jest kwadratem, wiec
(4a% — b?)(a® — b?) jest kwadratem liczby naturalne;.
Poniewaz liczby a i b sa wzglednie pierwsze, wiec
liczby naturalne 4a? — b? i a® — b maja najwickszy
wspoélny dzielnik rowny 1 lub 3. Poniewaz liczba

4a® — b? przy dzieleniu przez 4 daje reszte 3, wiec
nie moze by¢ kwadratem.

Zatem

a? —b% =3¢, 4a® —b* =3d%,
gdzie liczby ¢ i d sa wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi.

Stad

a?=d2 -2, v =d%— 482

Z réwnosci b? + (2¢)? = d? wynika, ze

c=uv, b=u?—-0% d=u?+%



gdzie u i v sa wzglednie pierwszymi liczbami
catkowitymi o réznej parzystosci. Wobec tego

0 =% — & = (u® +v?)? — u20? = ut +u0? + ot
Zauwazmy, ze wynika stad, iz liczba a jest nieparzysta.

Jezeli u jest liczba nieparzysta, polézmy z = a — u?,

w przeciwnym razie z = a — v2. Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze ma miejsce ta pierwsza sytuacja.
Wtedy

(u? + 2)? = ut + uv? + ot

zatem
2% — vt = u?(v? - 22).
Oznaczajac z1 = —2z, otrzymujemy
22— vt = 4u? (V2 + 21).
Stad

(21 — 20%) (21 + 20%) (21 + v?) = 4u’ (2, +v?)* =

= (2u(z1 + 1)2))2
202 + 2,
v2
ay(wy — 1) (2 —4) = (v3)°,
stwierdzamy, iz punkt (x5, v5) jest punktem
wymiernym krzywej (2). A wiec znajduje si¢ na tej

Potézmy xf, = Wtedy biorac y5, takie ze

krzywej punkt wymierny o odcigtej xs = —-.
)

* Kk ok

Lemat 3. Liczba z2 jest kwadratem liczby wymierne;j.

Dowéd. Mamy

402 202 202
To = e =

_ 2v2(u2+v2+a) -
202 — 2z v2 — 2z v2 +u2 —a -

(u2 + ’112)2 — a2

2712(712 + 0% + a) _ 2(u2 + 0% + a)
= 5 ,

u?v? u
taks v
a takze r9 = —————.
v24u2—a
p)

2 2
Wykazemy, ze liczby wﬂ i 2w’ + 0% +a)

nie majg wspolnych nieparzystych dzielnikéw pierwszych.

Przypusémy, ze p jest takim dzielnikiem. Poniewaz iloczyn tych liczb
jest réwny u?v?, wiec p jest dzielnikiem ww.

Jezeli p jest dzielnikiem u, to jest tez dzielnikiem v2 4+ a i v? — a,

a co za tym idzie dzielnikiem v, co jest sprzeczne z zalozeniem,

ze liczby w i v sa wzglednie pierwsze. Analogicznie p nie moze by¢
dzielnikiem v. R )

v 4+ ut —a
_ i 2(u2+v2+a)
moze by¢ tylko potega dwdjki, a ich iloczyn (uv)2 jest kwadratem.
Oznacza to, ze liczby te sg kwadratami albo podwojonymi

A wigc wspélnym dzielnikiem liczb

kwadratami. Zatem liczba xo jest albo kwadratem liczby wymiernej,
albo podwojonym kwadratem liczby wymiernej.

Wykazemy, ze druga z tych ewentualnodci jest niemozliwa.
Rzeczywiscie, jezeli wo = 2t2, to 2t%(2t2 — 1)(2t% — 4) jest
kwadratem, skad wynika, iz (2t2 — 1)(t? — 2) jest kwadratem.

Dalej, jesli licznik lub mianownik liczby t jest parzysty, to licznik
liczby (21&2 — 1)(152 — 2) dzieli si¢ przez 2, nie dzieli si¢ za$ przez 4.

Jesli natomiast i licznik, i mianownik liczby ¢ sg nieparzyste, to
licznik liczby (2t2 — 1)(t% — 2) daje reszte 3 przy dzieleniu przez 4.
W obu przypadkach licznik nie bedzie kwadratem, mianownik za$
kwadratem bedzie.

A wigc xg jest kwadratem i lemat zostal udowodniony.

* k x

Poniewaz

2(v? + a)

To =2+ 3 >2 i 29 € (0;1)U(4; 00),

wiec liczba x4 jest wicksza od 4.

Jezeli liczba u jest nieparzysta, to mianownik xo jest
nieparzysty, a wiec licznik xo jest parzysty.

Jezeli liczba v jest nieparzysta, to — wobec rownosci

2 +1v2 +a
tma—? iy = 2TV FA)
v

— mianownik xo jest nieparzysty, a wiec licznik xo jest
parzysty.

Podsumowujac, okazato sie, ze uzyskaliémy punkt
Cy = (x4, y2) réwniez spelniajacy warunki lematu 2.

Teraz zastosujemy metode regresji. W tym celu wezmy
pod uwage funkcje ¢(A), ktéra punktowi A = (x, y)

o wspoélrzednych wymiernych przyporzadkowuje sume

licznika i mianownika liczby x w postaci nieskracalnej.

Wykazemy, ze ¢(Cs) < ¢(Ch).

Przypomnijmy, ze
_ 4a? v 2w+ v +a)
T = ?’ T2 = v24u2—a u2 !
2
Wobec tego licznik x5 jest dzielnikiem v~, mianownik
xo jest dzielnikiem u?, a wigc ¢(Co) < u? + v2.

2

Zatem istotnie
#(C1) = 4a®> +b* = 4((u2 +0?)? — u21)2) + (u? —v?)?* =

= 5u* + 50t + 2u%0% > u? + 0% > d(C2).
Wobec tego dowdd nieistnienia na krzywej (2) innych
punktéw wymiernych od trzech podanych na poczatku
mozna zakonczyé.

Gdyby bowiem istnial taki punkt C, za jego pomoca
uzyskaliby$Smy punkt Co, potem Cjs itd. Ale wtedy
byloby ¢(C1) > ¢(Ca) > ¢(C3) >..., a przeciez
malejacy ciag liczb naturalnych nie moze by¢
nieskonczony.

Kazdemu z Czytelnikow, ktéry doczytal do tego
miejsca, proponujemy sprawdzenie, ze na krzywej

y* = (e +1)(z +4)
jest tylko siedem, tatwych do odgadniecia, punktéw
o obu wspélrzednych wymiernych. Przypominamy, ze
dowodzi to faktu, iz nie istnieje trojkat prostokatny,
ktérego boki i srodkowe maja dlugosci wymierne.

Droga jest podobna do przedstawionej wyzej.

Dla zachety podamy, ze pomocnicza krzywa jest tu
y* =a(z —1)(z - 9);

na niej sa tylko trzy oczywiste punkty

0 wspélrzednych wymiernych. Aby to wykazac,

trzeba skorzystaé z faktu (poprzednio lemat 2),

ze gdyby byl jeszcze jeden taki punkt, to bylby

tez punkt Dy = (a1, y1), taki ze 21 > 9, liczba 2y

bytaby kwadratem liczby wymiernej i miataby licznik

podzielny przez 3. Potem. .., ale zostawmy co$

inwencji Czytelnika.



