Trojkaty o bokach i Srodkowych catkowitej dlugosci

Lev Kourliandtchik pracuje

na Uniwersytecie Mikolaja Kopernika
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Np. tréjkat o dwéch bokach 24375

i trzecim 13650 ma takze wysokosci

i dwusieczne calkowitej dlugosci. Mozna
to samemu sprawdzié¢ lub zajrzeé

do wspomnianego w tekscie artykutu.
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Lev KOURLIANDTCHIK, Boris LURJE

Istnieja trojkaty, ktore maja zaréwno boki, jak wysokosci i dwusieczne katéw
calkowitej dlugosci (pisali$my o tym w Delcie 6/2002: O pewnym problemie
Eulera). Okazuje sie jednak, ze zbudowanie tréjkata, w ktérym réwniez srodkowe
mialyby calkowita dlugos$c, nikomu si¢ — jak dotad — nie udalo.

Trojkaty o catkowitych dlugosciach bokéw i srodkowych istnieja. Caly szereg
przykltadéw podal Jarostaw Wroblewski. Oto trzy z nich:

boki 136 170 174 i $rodkowe 127 131 158,
254 262 316 204 255 261,
226 486 580 244 367  523.

Ale juz wymagania, aby dlugosci bokoéw, srodkowych i wysokosci byly catkowite,
nie udalo sie dotad zrealizowaé¢. Nie wiadomo tez, czy w ogdle zadanie takie jest
wykonalne.

Tutaj pokazemy, jak mozna, postugujac sie¢ pewnymi krzywymi, wykazac, ze nie
ma takich tréjkatow wérdd tréjkatéw réwnoramiennych ani prostokatnych.

Okazuje sie, ze informacja wystarczajaca do stwierdzenia, iz nie ma tréjkata
rownoramiennego o bokach i $rodkowych catkowitej dltugosci, to fakt, ze

na krzywej y?* = x(x + 1)(z + 9) jest doktadnie siedem punktéw o wspétrzednych
wymiernych.
O tym, ze siedem punktéw o wspdlrzednych wymiernych mozna na tej krzywej
znalez¢é, kazdy z Czytelnikéw moze si¢ tatwo przekonaé sprawdzajac, iz leza
na niej punkty (rys. 1):
Al = (_97 0)7 A2 = (_33 6)7 A3 = (_37 _6)7 A4 = (_17 0)7
As =(0,0), As=(3,12), A;=(3, —12),

ktérych wspdlrzedne sa nawet calkowite.

Cata sztuka to stwierdzenie, ze innych punktéw o obu wspoétrzednych
wymiernych na tej krzywej nie ma. Do tej sprawy powrdcimy w jednym

z nastepnych numeréw Delty i udowodnimy to stwierdzenie — w tym artykule
przyjmiemy ten fakt bez dowodu.

Sprawdzmy jednak, ze skoro tak jest, to trojkat rownoramienny o bokach
i érodkowych catkowitej dlugosci nie istnieje.

Przypu$émy przeciwnie, ze ABC' (rys. 2) jest takim tréjkatem. Przedtuzamy
jego podstawe dwukrotnie. Bez trudu stwierdzamy, iz
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Niech teraz

Wtedy

)2 = dmy 4b°  16mj

e z(z+1)(x +9).
Poniewaz liczby a, b, mg,, ms sa calkowite, wigc liczby z 1 y sa wymierne, przy
czym z jest kwadratem liczby wymiernej. Lecz na krzywej wiazace]j te wielkosci
jest tylko siedem punktéw o wspolrzednych wymiernych, a wsréd nich tylko
jedna pierwsza wspolrzedna jest kwadratem. Wtedy jedna ze srodkowych jest
rowna zeru. Zatem tréjkat réwnoramienny, majacy zarowno boki, jak i srodkowe
dtugosci catkowitej, nie istnieje.

Tak wiec znajomos¢ punktow o wspolrzednych wymiernych na rozpatrywane;j
krzywej rozwiazuje problem istnienia zadanego tréjkata.
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Tréjkat pitagorejski to tréjkat W podobny sposéb mozna sie przekonaé, ze nie istnieje tréjkat pitagorejski

tokat Hkowitych diugosciach s - . : L .
Ech{sozk% ny o catiowilych clugosciac o choéby jednej érodkowej wychodzacej z kata ostrego o dlugosci catkowite;j.

Przypusémy, ze mamy taki tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 2a i 2b
oraz przeciwprostokatnej 2¢, w ktérym takze srodkowa, poprowadzona do boku
o dlugosci 2a, ma catkowita dlugosé¢ my,.

Mamy wiec
a2+ =2, a®+4° = mi.
Niech
2 acmg
T YT s
Wtedy
P () = S e e,

Problem zostal sprowadzony do poszukiwania punktow wymiernych na krzywej
y'=a(z+1)(z+4),
ktérych odciete sa kwadratami liczb wymiernych. Ale

na krzywej y* = x(x + 1)(z + 4) jest dokladnie siedem punktéw o wspdtrzednych
wymiernych,

a sa nimi
(_4’ 0)7 (_27 2)7 (_2’ _2) (_17 0)7 (0, 0)7 (27 6)7 (27 _6)3
skad (jak poprzednio) wynika, ze zadany tréjkat nie istnieje.

i Pozostaje wobec tego kwestia dowodu, ze faktycznie na obu uzytych krzywych
Rozwigzanie zadania M 996. jest doktadnie siedem punktéow o obu wspétrzednych wymiernych. Krzywe
Niech te nalezg do klasy krzywych eliptycznych. O takich krzywych napiszemy
AM=14 V24 VB, w jednym z najblizszych numeréw Delty, zamieszczajac przy okazji dowdéd obu
A2 =1-V2+ V3, zastosowanych w tym artykule stwierdzen.
Az =142 -3,
A=1-V2-3 * Kk ok

Wéwezas A7, m = 1,2,3,4, jest sumg , . . ., ..
wyrazen postaci Kué i oraé¢ w dzzen zawzigere,

1 (V2 (VB it i+ k=n. bo plondw niema bez trudu

Zatem zlocisty szczescia okrecie

(1a) AT =g + V2 + 50V3 + t, V6, koly/szesz. -
Kué. My nie czekamy cudu
(2a) Ay = gn — rn V2 + 5, V3 — £, V6,

robota to potega ludu.
(3a) AL = gqn + V2 — 50V/3 — £ V6,
(42) A} = qn — 7 V2 = 5,V3 + 1, V6.

(Nie ma wéwczas pisano razem.)

Sumujac (1a) — (4a) otrzymamy Jest to wiersz K. Cwojdzinskiego. I choé¢ nie wzrusza swym subtelnym pieknem,
o AP 4+ AL + AT+ AY znany jest jako mnemotechniczny sposéb zapamigtania cyfr rozwiniecia
" 4 ' dziesietnego liczby 7. Otz liczby liter w kolejnych stowach ukladaja sie

Dzielimy teraz kazdg z réwnosci (1a)—(4a)

: . . w rozwiniecie
przez qn i przechodzimy do granicy.

Poniewaz A1 jest najwigksza co do ™ = 3,14159265358979323846264 .
modutu sposrdd liczb A1, A2, A3, A4,
wige otrzymamy Moze ktos z Was, Drodzy Czytelnicy, ulozy wiersz pozwalajacy na zapamietanie

(1b) 4 =1+ lim (V2 + s, /3 + t/,1/6), rozwinieé¢ dziesietnych innych liczb, takich jak V2, e...?

n— oo

(2b) 0 =1 + lim (=1, VE + 5.3 ¢/ \/5), Mozna tez tak:

n—s00 Zbrodnia to niestychana, ... = 8211...
3b) 0 =1+ lim (r,v2 — 5.,v/3 — t/,\/6). . o . N
(3P) 7Hx<"‘ " nv6) Czy ten lub jakikolwiek inny wiersz (oczywiscie po dopisaniu dalszych
gdzie kilkunastu stéw) odpowiada rozwinieciu dziesigtnemu jakiej$ w miare prostej
ST _ S e liczby, czego$ w rodzaju
T S (\/5+\/§)1n2+€?
Stad juz latwo (dodajac stronami (1b) Piotr HAJEASZ
i (2b)) otrzymujemy, ze s:L — %

’ 7
P 1 . 1
Podobnie r, — 5 oraz t, — —=.

V6 Czekamy na propozycje, najciekawsze wydrukujemy.
Redakcja
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