O mierzeniu linijka Marek W. GUTOWSKI

Rozwigzanie zadania M 994.
Okres$lamy ciagi z,,, y, € 7Z za pomoca

réwnosci

Tn +ynV2=(1+V2)".
Poréwnujac rozwiniecie (1 +1/2)™ oraz
(1 —+/2)™ tatwo spostrzec, ze

T —ynV2 = (1-V2)",
skad
-Li - 2?/721 = <<'I’n + Yn ﬁ)(in - yn\/ﬁ) =

=(1+V2) (1= V)" = (-1)".

Wystarczy teraz wziaé m = Zl?i

dla n parzystego i m = .Li + 1 dla
n nieparzystego. Dla przyktadu, gdy
n jest parzyste, to

Vm+vVm—1=uz, + /a2 —1=

=z +4/202 = 1+ V2)"

L]

Rozwigzanie zadania M 995.
Niech

b=T+5V2, c=7-5V2, a= Vb+ e

Mamy

a® =b+c+3Vbe(Vb+ ) =14 — 3a.

Wystarczy zauwazy¢, ze jedynym

pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu
2 43z —14= (z —2)(z> + 22+ 7)

jest 2. Zatem a = 2.

Pomiar — co to takiego?

Pomiar to poréwnanie wielkosci mierzonej ze wzorcem. Tyle zazwyczaj
dowiadujemy si¢ w szkole. Zeby niepotrzebnie nie komplikowaé, zajmijmy sie
tzw. pomiarami bezposrednimi, a konkretnie mierzeniem dlugosci.

Majac do dyspozycji odcinek o dhugosci jednostkowej, mozemy za jego pomoca
wyznaczaé¢ dlugosci innych odcinkéw, to znaczy wyrazaé ich dlugosé jako pewna
liczbe. Rasowy fizyk wtraci w tym miejscu, ze wynik naszego pomiaru jest liczba
mianowana. Oznacza to, ze wynik sktada sie z dwoch czesci: liczby i nazwy
jednostki (ewentualnie jej wielokrotnosci), np. 6 m = 600 cm = 0,006 km.

Juz starozytni Grecy... mieli klopot

Skonstruowaé odcinek o z géry zadanej dtugosci jest stosunkowo tatwo,
zwlaszcza jesli ta dlugo$é ma sie wyrazac liczba calkowita. Poradzimy sobie
takze z konstrukcja odcinkéw o dlugosci wyrazonej ulamkiem o postaci 7%,
gdzie m i n sa liczbami catkowitymi. Wynika stad, ze umiemy skonstruowaé
sobie linijke do pomiaréw dlugosci. Jednak mierzenie nie jest zadaniem
konstrukcyjnym z geometrii. Juz starozytni Grecy, a konkretnie matematycy
ze szkoly Pitagorasa odkryli, ze istnieja odcinki niewspotmierne z odcinkiem
jednostkowym (np. przekatna kwadratu jednostkowego), ktérych — nawet

w teorii — nie da si¢ dokladnie zmierzyc¢.

Jak matematyk wyobraza sobie proces pomiaru dlugosci? Trzeba najpierw
ustawi¢ odcinek jednostkowy tak, by jeden z jego koncéw pokryl sie z koncem
odcinka mierzonego. Przypusémy, ze odcinek mierzony jest dluzszy (przypadek
przeciwny nie wymaga oddzielnego omawiania). Wobec tego odktadamy

na odcinku mierzonym ponownie odcinek jednostkowy, tak aby mial doktadnie
jeden punkt wspdlny ze swoim , poprzednim wcieleniem”. Postepujemy tak
dotad, az kolejna préba okaze sie nieudana w tym sensie, ze kolejna kopia
odcinka jednostkowego nie bedzie w calosci zawieraé¢ sie w odcinku mierzonym,
a moéwiac zwyczajnie — bedzie wystawac. Jesli k kopii odcinka jednostkowego
miesci sie w odcinku mierzonym, a k + 1 nie, to powiemy, ze odcinek mierzony
ma dlugosé bedaca liczba z przedziatu [k, k + 1). (Pominmy przypadek, kiedy
odcinek mierzony ma dlugosé¢ wyrazona catkowita wielokrotnoscia dlugosci
odcinka jednostkowego.) Jesli tak osiagniety wynik nas nie zadowala, bo jest
niedokladny (albo tylko za malo dokladny), to mozemy pozostajacy odcinek
wymierzy¢ za pomoca odcinka, np. o dlugosci %0 jednostki, gdyz umiemy

go przeciez skonstruowaé¢ (uzyjemy np. twierdzenia Talesa). Uzyskamy tym
sposobem lepsze oszacowanie wyniku albo i koncowy wynik. Biorac, w razie
potrzeby, jako ,miarke” odcinki o dtugosci kolejno Wlo’ ﬁ, 10(1)00, ... jednostki
bedziemy otrzymywaé przedzialy o coraz mniejszej szerokosci, z ktérych kazdy
zawiera liczbe bedaca dlugoscig odcinka mierzonego. Dla matematyka sprawa
jest jasna: albo proces ten si¢ zakonczy (wtedy szukana dlugo$é da sie zapisaé
jako ulamek dziesietny o skonczonej dlugosci), albo nie. Jesli sie nie zakonczy,
to jako wynik matematyk przyjmie wspolna granice dwéch ciagdéw tworzonych
podczas procedury pomiaru.

A jak widzi ten proces fizyk? Z jednej strony jest mito, ze kazdy kolejny etap
pomiaru dostarcza pewnej, czy jak kto woli gwarantowanej, kolejnej cyfry
dziesietnej wyniku. Ale:

e fizyk nie dysponuje nieskoniczonym czasem na wykonanie pomiaru, a ponadto

e nie moze sobie dowolnie zmniejsza¢ (np. dzielac za kazdym razem na dziesie¢
réwnych czesci) swojego przyrzadu pomiarowego.

Fizyk chcialby jeszcze, aby cala procedura mogta byé¢ zautomatyzowana, to
znaczy, aby mogla byé¢ wykonywana przez odpowiednio skonstruowany przyrzad
pomiarowy, bez $wiadomego udziatu eksperymentatora. Chodzi o to, aby
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Wielkosé % X 100%, ktéra nazwaliby$my
wzgledng niepewnosciq pomiary,
(dawniej: bledem wzglednym) jest
niedost¢pna, gdyz nie znamy prawdziwej
warto$ci L i mozemy sensownie
postugiwac si¢ wylacznie wielkoscia
zmierzong L. Jest jasne, ze sg to dwie
rézne liczby, bo L # L. 7 tego powodu
niepewnos$é wzgledna ma sens jedynie
jako orientacyjna ocena jakosci pomiaru
i nie powinna by¢ uzywana jako miara
iloSciowa niepewnosci pomiarowej.

otrzymany wynik byl obiektywny, czyli rzetelny, bez zadnego ,naciagania”,

do ktorego mogtaby mie¢ sktonnos$é¢ osoba wykonujaca pomiar. Krotko méwiac:
rezultat pomiaru dlugosci ustalonego odcinka powinien by¢ zawsze taki sam,
niezaleznie od tego, kto wykonal pomiar.

Blad czy niepewnosc¢?

Przypuéémy, ze wykonaliémy pomiar dtugosci odcinka, tak jak mégl to

zrobi¢ fizyk, tj. przerywajac procedure po skoniczonej liczbie krokow. Jako wynik
otrzymalidmy przedzial [I1, 5], gdzie oczywiscie I3 # la. Co to oznacza? Weiaz
nie wiemy, ile rzeczywiscie wynosi dlugosé badanego odcinka L, ale wiemy, ze

z calg pewnoscia miesci sie ona w podanym przedziale.

Jak mozna zapisaé¢ otrzymany rezultat? Matematyk zrobi to pewnie tak:
Le [ll,lg] albo [y < L < lQ,

natomiast fizyk albo inzynier woli zapis typu

L=L=+Al
gdzie L = 1(l1 + l3) oraz Al = 1|l — l1]. Nietrudno si¢ przekonad, ze zachodzi
zwiazek

IL - L| <Al
Szczerze mowiac, umyslnie zdefiniowalismy wielkosci L oraz Al w taki Sposob,
aby ten zwigzek zachodzil. Wielkos¢ L — L, bedaca réznica miedzy wartoscia
zmierzong (L) a nieznana, prawdziwa dlugoscia odcinka (L), przyjelo sie
nazywac w literaturze matematycznej bledem. Widzimy, ze mozemy mieé¢
do czynienia z bledami dodatnimi lub ujemnymi, zaleznie od tego, czy
wynik pomiaru, L, bedzie z nadmiarem czy niedomiarem, innymi stowy wiekszy
czy mniejszy od wartosci prawdziwej L. Nie ma przy tym raz na zawsze
ustalonej konwencji, czy bledem nazywamy wielko$¢ L — L czy tez L — L;
w jednych tekstach spotyka sie jeden zapis, w innych — drugi.

Do niedawna fizyk takze nazywal te wielko$é¢ bledem, wielkosé |L — L| zas
bledem bezwzglednym. Jest jednak istotna réznica miedzy tym, jak ten problem
widzi fizyk i matematyk. Matematyk — w zasadzie — méglby obliczyé, ile
wlasciwie wynosi blad, a wiec i btad bezwzgledny. Mogtby, choé¢ zwykle tego
nie robi, zadowalajac sie oszacowaniem bledu lub jego wartoséci bezwzgledne;j.
Fizyk nie ma wyboru: nie ma zadnych innych informacji na temat wielko$ci
mierzonej, oprécz tych, ktore uzyskal poprzez wykonanie pomiaru. Moze on
wiec jedynie szacowaé btad. Samo stowo blad wywoluje niewlasciwe skojarzenia
i wobec tego, zamiast niego powinnismy uzywacé okreslenia niepewnosé
pomiarowa, zaleconego w roku 1995 przez 7 miedzynarodowych organizacji,

w tym, m.in. ISO (International Organization for Standardization) oraz TUPAP
(International Union of Pure and Applied Physics). Wiecej na ten temat mozna
przeczytaé w pracy przytoczonej na koncu.

Pomiar dtugosci fragmentu dowolnej krzywej, ktéra nie jest odcinkiem, jest znacznie
trudniejszym zagadnieniem. Wcale nie jest oczywiste, czy stosujac przytoczona metode,
otrzymamy w kazdym kroku przedzial liczbowy, ktéry na pewno zawiera liczbe poszukiwana.
Jak bowiem znalez¢ tamana, ktéra aproksymuje krzywg i ktéra z pewnodcia jest juz

»za diuga”? Problem jest nieblahy i z pewnosciag wykracza poza zakres abecadla fizyki, tym
bardziej ze matematycy wymyslili krzywe (fraktalne), ktérych dlugo$é pomiedzy dwoma
punktami jest nieskonczona, choé¢ ,na oko” zupelnie tego nie widaé. Fizycy nie powinni tak
po prostu ignorowaé tego faktu, cho¢by dlatego, ze od dawna znaja zjawisko zwane ruchami
Browna. Trajektoria czastki wykonujacej ruchy Browna jest wlasnie fizyczna realizacja
(modelem) takiej zwariowanej krzywej — wszedzie ciaglej, lecz nigdzie nierézniczkowalnej.

Widzimy, ze w sytuacji idealnej, to znaczy przy nieobecnosci jakichkolwiek
zaklécen, prosty pomiar sprowadza sie do zliczania dzialek elementarnych
przyrzadu pomiarowego. W tym artykule byla to linijka, ale réwnie dobrze
moglby to by¢ katomierz, amperomierz, szybkoSciomierz, manometr, termometr,
dynamometr, waga dwuszalkowa z kompletem odwaznikow, itp. Jako regule
warto zapamietaé, ze w tych prostych przypadkach niepewnosé pomiaru jest
réwna polowie dzialki elementarnej przyrzadu pomiarowego.
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Dobrym sposobem zapisu wyniku pomiaru jest podanie przedziatu (interwatu),
w ktérym prawdziwa warto$¢ miedci sie z calg pewnoscia, co wymaga podania
dwoch liczb. Autor jest goracym zwolennikiem takiej formy raportowania
wynikéw pomiaréw, poniewaz znane sa (por. Delta 9/1993, str. 1) i dobrze
okreslone reguly operowania wynikami pomiaréw podawanymi w tej wlasnie
postaci. Drugim argumentem, poza poprawnoscig matematyczna, jest to, ze
ostateczny rezultat operowania takimi wielko$ciami, ktory jest oczywiscie
interwalem, zawiera na pewno poszukiwana liczbe. Jesli kto$ woli inne
sformulowanie, to zawsze moze powiedzieé, ze poszukiwana liczba znajduje si¢
w ostatecznym interwale z prawdopodobienstwem réwnym 1.

Typowa forma prezentacji wyniku, spotykana w literaturze najczesciej, jest
wynik £ niepewno$é. Forma ta ma zwykle nieco inna interpretacje, niz ta
naszkicowana powyzej. Bedzie to jednak temat innego artykutu.

Patrz tez

Henryk Szydtowski, Miedzynarodowe normy oceny niepewnosci pomiaréw, Postepy Fizyki 51(2),
92-97, 2000

Nieustajacy konkurs Wirtualnego Wszechswiata i Delty!
Rozwiaz sierpniowe (tak, sierpniowe) zadanie z myszka i wygraj ksiazke z Wydawnictwa Prészynski i S-ka.

Wiecej informacji:
http://www.wiw.pl/delta/konkurs

Zadania Redaguje Mikolaj ROTKIEWICZ
M 994. Wykazaé, ze dla dowolnego n € N istnieje takie m € N, ze

(1+V2)" = Vm+vVm — 1.

A Rozwiazanie na str. 4
M 995. Czy {/7 +5V2 + 6/7 — 5v/2 jest liczbg wymierng?
Rozwiazanie na str. 4
M 996. Rozwazmy ciag
5 T =1+ V2+V3)" = gu + V2 + 5,V3 + 1,V6,
gdzie qn, Ty, Spn, tn sa liczbami calkowitymi. Znalezé granice
. Tn . Sn ) tn
Rys. 1 lim —, lim —, lim —.
n—o0 qp n—o gy, n—o gy,
4 Rozwiazanie na str. 11
Redaguje Ewa CZUCHRY
F 575. Znalezé op6r miedzy punktami A i B figury na rysunku 1, wykonanej
z bardzo cienkiego drutu o opornosci wlasciwej p, rozmiar boku figury wynosi a.
Rozwiazanie na str. 12
B
F 576. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, znalez¢ opor miedzy punktami A
i B figury z rysunku 2. Liczba kwadratéw w srodku bardzo duza.
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
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