Pole powierzchni tréjkata
krzywoliniowego na dowolnej powierzchni
o stalej krzywiznie wyraza si¢ wzorem
kS = (a+ B+~ — ), gdzie k jest
krzywizng tej powierzchni. Na ogdt

k zmienia si¢ od punktu do punktu,
wzér ten wigc dotyczy bardzo maltych
tréjkatéw — takich, ze na ich obszarze

k jest stala. Dla sfery o promieniu R
krzywizna jest stala i réwna k = 1/R2.

Wielkosé kS jest miara ,znieksztalcenia”
powierzchni. W przypadku euklidesowym
oczywiscie jest kS = 0.

Maia delld

Zakrzywiona czasoprzestrzen

Czym jest przestrzen zakrzywiona?
Mozemy ja zdefiniowaé

jako przestrzen, ktorej geometria
rozni sie od geometrii euklidesowej,
czyli tej, z ktéra spotykamy sie

na co dzien. Przyjrzyjmy sie

dwoém przyktadom dwuwymiarowych
przestrzeni zakrzywionych.

Jednym z nich niech bedzie sfera

(rys. 1).

Narysujmy na tej powierzchni linie geodezyjne, czyli krzywe bedace
(lokalnie) najkrétszymi drogami. Cienka gumka naciagnieta na takiej
powierzchni uktada sie wlasnie
wzdhuz linii geodezyjnej. W ptaskiej
przestrzeni linie geodezyjne sa liniami
prostymi, w geometrii na powierzchni
sfery geodezyjne sa fragmentami kot
wielkich. W geometrii euklidesowej
geodezyjne przecinaja si¢ co najwyzej
raz i moga by¢ nieskonczone, na sferze
sg one zamkniete 1 przecinaja sie

dwa razy; dwie linie geodezyjne
poczatkowo rownolegte, zblizaja

sie do siebie, moga si¢ nawet

w koncu przecia¢. W przestrzeni euklidesowej — zgodnej z nasza

intuicjg przestrzenna — dwie proste réwnolegle nigdy sie nie przecinaja.

Rys. 1

Rys. 2

Mozemy tez na takiej powierzchni zbudowaé tréojkat, ktorego suma
katéw jest wieksza od stu osiemdziesieciu stopni, czyli od 7 (rys. 2),
a jego pole powierzchni jest (dla sfery
jednostkowej) dane tadnym wzorem

S=a+f+y-m,
gdzie «, 3, v to katy w wierzchotkach

trojkata. W przypadku euklidesowym

wzér ten nie ma sensu, bo
a+f+vy=m=180°,

i dla okreslenia pola powierzchni

trojkata musimy jeszcze znaé dlugosé

jednego z bokdéw.

WeZmy z kolei inny przyktad Rys. 3

zakrzywionej powierzchni: powierzchnie
siodla (rys. 3).

8



Widzimy, ze teraz dwie linie

geodezyjne poczatkowo réownolegle,

zaczynaja sie od siebie oddalad,

a suma katow w trojkacie moze by¢ —
mniejsza od stu osiemdziesieciu stopni

(rys. 4). Q'é\

Innym praypadkiem powierzchni Pole powierzchni tréjkata

o ujemnej krzywiznie jest pseudosfera, . . . .
powstala przez obrét traktrysy wokét jej Wynosi tuta‘-] (dla‘ siodla o Sta‘le.]

asymptoty. krzywiz’nie *1)
S=m—(a+8+7). Rys. 4

A jaki ma to wszystko zwiazek z czasoprzestrzenia — bedaca

zbiorem zdarzen, czyli punktéw charakteryzowanych przez ich

miejsce w przestrzeni (trzy wspélrzedne przestrzenne) i chwile, w ktérej
, o . zaistniaty — punktéw typu ,teraz-tutaj”’? Zakrzywienie czasoprzestrzeni

Jej krzywizna jest stata i réwna . . , . . . A

k= —1/R2. jest zwiazane bezposrednio z wystepowaniem pola grawitacyjnego,

Traktrysa to krzywa, ktérej odcinek generowanego przez jakie$ zrédla. Mozna na to patrze¢ w ten sposob,

stycznej od punktu stycznosci do OX ma  ze materia powoduje zakrzywienie czasoprzestrzeni, co z kolei

stalg dlugoséé. Ta dlugos¢ to wlasnie R. . . . . . . , . .

zmienia tor ruchu cial; te zmiane mozemy interpretowaé dziataniem

jakiejs sity, a wlasciwie pola. Pole, ktérego dziatanie przejawia sie

zakrzywieniem czasoprzestrzeni, nazywamy polem grawitacyjnym,

dziata ono na wszystkie obiekty we Wszechswiecie obdarzone energia

lub réwnowaznie masa.

Jak sobie wyobrazi¢ zakrzywienie czasoprzestrzeni? O sferze, na ktérej
poczatkowo rownolegte linie geodezyjne zblizaja sie do siebie, mowimy;,
ze ma ,krzywizne dodatnia”, a o powierzchni siodta — gdzie poczatkowo
réwnolegte linie geodezyjne oddalaja sie od siebie — ze ma ,krzywizne
ujemna’. W czasoprzestrzeni linie Swiata (historie) czastek spadajacych
swobodnie sg wlaénie liniami geodezyjnymi, jesli wiec dwie poczatkowo
réwnolegle linie $wiata czastek swobodnych zblizaja si¢ do siebie,
moéwimy, ze czasoprzestrzen ma krzywizne dodatnia, a gdy oddalaja

sie od siebie — ze ma krzywizne ujemna. Gdy pozostaja w takiej samej
odleglosci méwimy, ze czasoprzestrzen jest plaska.

Geometria czasoprzestrzeni Wszechswiata opisana jest trzema gtéwnymi
modelami; réznia sie one znakami krzywizny: k = —1 (tréjwymiarowe
przestrzenne powierzchnie stalego czasu mialtyby wtedy ujemna krzywizne
przestrzenna, jak w przypadku powierzchni siodlowej), k = +1
(trojwymiarowe powierzchnie stalego czasu bylyby wtedy
tréjwymiarowymi sferami), lub & = 0 (model plaski, przestrzenne
powierzchnie stalego czasu mialyby geometrie euklidesowa,).

Wartos¢ k zalezy od ilosci materii we Wszechswiecie. Jesliby byto

jej bardzo malo, krzywizna bylaby rowna —1, a obserwowana

ekspansja Wszechs§wiata trwalaby nieskonczenie dtugo. Jesli jest

jej troche wiecej, k réwnaltoby sie zeru, a jesli jeszcze wiecej, wtedy

k = 41, i powinien nastapi¢ taki moment, w ktorym ekspansja
przesztaby w proces odwrotny — zapadanie sie. Paradoksalne jest to,

ze Wszechswiat wypelniony mata iloscia materii mialby geometrie rézna
od naszej intuicyjnej: dlugo$é okregu jednostkowego bytaby wicksza

od 27, suma katéw w trojkacie mniejsza od 7 itd. Geometria euklidesowa
pojawitaby sie dopiero wtedy, gdy materii bytoby odpowiednio duzo.
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