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® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 427 (WT= 2,06) i 428 (WT= 1,02)
z numeru 10/2001

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/2002

Przypominamy tres¢ zadan:

437. Liczba rzeczywista a > 1 oraz liczba zespolona z spelniaja warunki |z + a| < a oraz |2% + a| < a.
Dowiesé, ze |z| < a.

Witold Bednarek — L6dz 43,69

Jerzy Cisto — Wroclaw 42,95 438. Wykazad, ze jezeli n jest liczbg naturalna, taka ze p = 8n + 1 jest liczbg pierwszg, to réznica
Michal Adamaszek — Kety 42,87 24" _ 1 dzieli si¢ przez p.

Jacek Klisowski — Lublin 37,98

437. Podnosimy pierwsza nieréwnos$¢ do kwadratu i korzystajac ze wzoru

|w|? = w - w, przeksztalcamy do postaci
(z+a)(Z+a) < a?,

Czoléwka ligi zadaniowej CZyli
Klub 44 M 2 _
po uwzglednieniu ocen rozwigzan (1) |Z| < 70’(2 + Z) :

zadan 429 (WT= 2,58) i 430 (WT= 1,44) Postepujgc analogicznie z druga nieréwnoscia, mamy
z numeru 11/2001

4 2 ()2
Jerzy Cisto ~ Wroctaw 46,97 (2) l2[* < a(z +(2) )
Michal Adamaszek — Kety 46,63 Lewa strona nieréwnosci (1) jest liczba nieujemna, wiec prawa tez. Mozna zatem
Witold Bednarek — Lédz 45,13 Ny s sz .
Jocek Klisowski  — Lublin 37.98 podniesé te nierownosé do kwadratu, otrzymujac

Tomasz Rawlik — Braunschweig 36,38

4 2(.2 =\2 2
|2]* < a®(2% + (2)% + 2|2]7),
Trzech uczestnikéw ligi jednoczesnym czyli
rzutem na tasme mija lini¢ mety:

J. Cislo po raz pierwszy, M. Adamaszek (3)
i W. Bednarek po raz drugi.

a1zt = 2022 a(z® + (2)?).
Jedli z = 0, to oczywiscie teza jest spelniona. Jesli z # 0, dodajemy stronami
nieréwnoéci (2) i (3) i po podzieleniu przez |z|* dostajemy
(I14+a ") |zl>—2a<0.
Stad
2
anL 1 <d’

|z:|2 < (bo a>1),

wiec ostatecznie |z| < a.

438. Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata

p jest dzielnikiem liczby 2P~! — 1, czyli iloczynu

(24" — 1)(2% 4 1). Aby dowies¢, ze 21" — 1 dzieli sig
przez p, wystarczy wykazaé, ze 24" 4 1 sie przez p nie
dzieli.

Przypusémy wiec, whrew tej tezie, ze
21" = —1(mod p).

Wezmy pod uwage liczbe a = 27 + 2" oraz jej
kwadrat

a2:214n+22n+2.28n:

=2%"((2"")3+1) 4+ 2(2'")* = 2 (mod p).
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Korzystajac ponownie z malego twierdzenia Fermata,
mamy

a? = a (mod p);
po pomnozeniu stronami przez a:
a’™ =% =2 (mod p).

Jednoczesdnie
aPtt = (a?)in Tl = 24+l — 2. 91" = _9 (mod p).
7 uzyskanych zwiazkow wynika, ze

2 = -2 (modp).

Ale p jest liczba pierwsza nieparzysta. Sprzeczno$é
koniczy dowdd.



Rys. 1

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/2002

Przypominamy tres¢ zadan:

334. Krasnoludki buduja most o rozpietosci 5 piedzi postugujac si¢ przy tym kartami (cienkimi,
sztywnymi i jednorodnymi plytkami prostokatnymi) o dlugosci 1 piedzi i drugim boku znacznie
krétszym. Kart sie¢ nie skleja i mozna je tylko ukladaé jedna na drugiej. Ile wynosi minimalna liczba
kart potrzebnych do tego, aby po moscie mégt przejsé¢ krasnoludek o masie réwnej masie 2 kart?
Nie ma potrzeby analizowa¢ trudnosci wyniklych w trakcie samej budowy — np. krasnoludki moga
uzy¢ rusztowania, ktére usung po zakonczeniu pracy.

335. Dmuchajac w wylot butelki mozna spowodowaé¢ wystgpienie dzwigku. Obliczy¢ przyblizong
warto$é jego czestotliwodci, jesli dana jest objetosé butelki V, wymiary szyjki (pole przekroju
poprzecznego S, dlugo$é L — zob. rys. 1) oraz parametry powietrza (np. gesto$é p, ciénienie p

i stosunek ciepet wlasciwych v = ¢, /¢y, albo tez predkosé dzwigku v).

Wskazéwka: przyjac, ze powietrze w szyjce butelki jest ,tlokiem”, ktéry drgajac spreza i rozpreza
reszt¢ powietrza w butelce.

334. Schemat konstrukeji mostu przedstawia rysunek 2. Oczywiste jest, ze gorna
karta powinna by¢ podparta na swoich koncach, a pozostate karty moga by¢é
wysuniete jedna nad druga tylko tyle, aby pozostaly w réwnowadze przy kazdym
polozeniu krasnoludka. Najwicksze zagrozenie konstrukeji wystapi w chwili, gdy
krasnoludek znajdzie sie na jednym z koncéw gérnej karty, gdyz wtedy caly

jego ciezar (plus polowa cigzaru gérnej karty) obciaza jedna polowe mostu,

a ramie tej sily wzgledem kazdego z ewentualnych punktéw obrotu kart jest
maksymalne.

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 326 (WT = 2,95) i 327 (WT = 1,08)
z numeru 11/2001

Jacek Piotrowski

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw

Aleksander Surma
Tomasz Wietecha
Marek Wojcicki

— Rzeszéw

— Myszkéw
— Tarnéw
— Szczecin

42,82
42,62
39,95
35,77
32,03

Rys. 3

Rozpatrzmy réwnowage karty podpierajacej obciazony koniec (oznaczonej

na rysunku 3 numerem 1), ktéra jest przesunieta wzgledem poprzedniej karty 2
o x1 jednostek. Przyjmujac koniec karty 2 jako punkt odniesienia, stwierdzamy,
ze maksymalna wartos¢ z; jest rozwiazaniem réwnania

2,51‘1 = 0,5 — T,

a wiec 1 = 1/7. Rozpatrujac réwnowage karty 2 wzgledem konca karty 3,
wyznaczamy x2 = 1/9, dalej x5 = 1/11 itd., a suma Y x; musi przekroczy¢
2 jednostki (gdyz jest to polowa rozpietosci mostu, liczonej bez srodkowego
przesta). Jak wynika z obliczen, trzeba dodaé¢ 162 wyrazy ciagu, czyli lacznie
potrzeba 325 kart. (Ma sie rozumieé, ta liczba wystarczy tylko wtedy, gdy
krasnoludek bedzie przechodzil po moscie bardzo ostroznie!)

335. Sprezanie i rozprezanie powietrza zawartego w butelce zachodzi tak szybko,
ze cieplo nie zdazy przeptynaé z otoczenia, czyli zjawisko mozna uznaé za proces
adiabatyczny (podobnie jak w odniesieniu do rozchodzenia si¢ fali dzwigkowej).
Vv

Dlatego spetnione jest rownanie g —77, gdzie Ap jest zmiang cisnienia
spowodowana przez zmiang objetosci gazu o AV. Niech Ax bedzie przesunieciem
Stloka”; wtedy AV = SAx, a sila przywracajaca polozenie rownowagi wynosi
_ps*

V
Utamek wystepujacy przed Az mozemy uznaé za ,stala sprezystosci” k,
a po skorzystaniu ze znanego wzoru na czestotliwosé¢ drgan harmonicznych

1 |k
f = —1/— i podstawieniu masy powietrza w szyjce m = SLp mozemy
m

27
wyznaczy¢ f:
1 [Sw v S
I=o\[ vy, = Vv
Na przyklad, podstawiajac v = 330 m/s, S =2 cm?, L =3 cm, V =1 dm?,
otrzymujemy f ~ 136 Hz.

F=SAp=
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