Ciagi Pisota, czyli jak ZOBACZYC rekurencje liniowa

Ciaggiem Pisota nazywamy ciag liczb catkowitych
dodatnich, w ktorym pierwsze dwa wyrazy sa dowolne,
a kazdy kolejny wybrany jest tak, aby wraz z dwoma
poprzednimi z najlepszym przyblizeniem tworzyt

ciagg geometryczny. Dokladniej, dla danych a; i as
ciag Pisota (oznaczany E(aq,as)) zdefiniowany jest
wzorem rekurencyjnym

a’? 1
an+y2 = [ ntl —].
an 2

Okazuje sie, ze ciagi Pisota ,lubia” spelniaé¢ rekurencje
liniowe, np. najprostszy nietrywialny ciag Pisota
E(2,3) jest ciagiem Fibonacciego z rekurencja
drugiego stopnia

Ap4+2 = Gpt1 + An.

Dowolny ciag Pisota z a1 < 3 spelnia rekurencje
liniowa stopnia co najwyzej trzeciego: np. ciag E(3,7)
spelnia rekurencje

Unp43 = 3an+2 - 2an-l—l + an.

Z kolei o ciagu E(4,13) udowodniono, ze nie
spelnia zadnej rekurencji liniowej. Jednakze dla
n=1,2,...,18 zachodzi wzér

An+6 = 3an+5 + Ap+4 — Ap4-3 + Ap+2 — Ap+41 + Qp,

tzn. ciag E(4,13) spelnia rekurencje liniowa szdstego
stopnia do wyrazu asyq wlacznie.

Wiele ciagéow Pisota ma takaz wladnie kaprysna
nature: spelniaja rekurencje liniowa, ale do czasu.
Moim ulubionym przykladem jest ciag E(10,219),
ktory spelnia rekurencje stopnia 4, a mianowicie

Ontd = 22apn+3 — 3any2 + 18an+1 — 1lay,

jednak tylko dla
n+ 4 < 1402.

Wyrazu a1403 juz sie¢ powyzszym wzorem otrzymac
nie da.

Dlaczego ciagi Pisota lubia spelniaé¢ rekurencje liniowe,
jak tez i uwielbiaja sie z nimi rozstawaé¢ po wspdélnym
przejsciu wielu wyrazow? Pytanie to nalezy odwrdécié.
Dlaczego ciagi liniowo rekurencyjne bywaja ciggami
Pisota, czasami na zawsze, a czasami tylko na kilkaset
wyrazow?

Co sprawia, ze dany ciag (a,) jest ciagiem Pisota?
Ot6z musi on spelnia¢ warunek

1 a2, 1
—— <2 g, <= dlan>3.
Q\anz a <2 an

Przyjrzyjmy sie wiec liczbom

2

an_1

T'n = — Qn,

Ap—2
ktére dalej bedziemy nazywaé zaokragleniami.
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Jarostaw WROBLEWSKI

Jedli ciag (ayn) spelnia rekurencje liniowa stopnia k,
powiedzmy
Atk = Ak_lan+k_1 +...+ Alan+1 + Apan,
to mozemy zwiazaé¢ z nim wielomian charakterystyczny
b — A2 — = Ajx — A

W typowej sytuacji pierwiastki zespolone x1, 2o, ..., Tk
tego wielomianu sg rézne i woéwezas ciag (a,,) jest

postaci
ap = 12y + coxy + ... + cpxy,

gdzie ¢y, ca, ..., ¢y sa liczbami zespolonymi.

Przypusémy, ze pierwiastki wielomianu
charakterystycznego uporzadkowane sg nierosnaco
wedlug wartosci bezwzglednej, tzn.

21| = 22| > ... = |zk]-

0,5%
0,4
0,3]
0,2l
0,1

—0,14
—0,24
—0,3]
—0,4
—0,5]

Cigg F(3,7) spelnia rekurencje trzeciego stopnia, przy czym
pierwiastki zo i x3 sg male. Wykres pokazuje to wyraznie, chociaz
zbyt ciekawy nie jest — r,, dazy szybko do zera.

Ciag F(10,119) spelnia rekurencje liniowa stopnia 4 do 856. wyrazu.
Pierwiastki 2 i 3 sa zespolone sprze¢zone o module ~ 1,0004657.
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Ciag E(10,219) spelnia rekurencje liniowa stopnia 4
do 1402. wyrazu. Pierwiastki x2 i 3 sg zespolone sprzezone
o module ~ 1,0002811.



W typowej, interesujacej nas sytuacji, kiedy ciag
liniowo rekurencyjny jest (trwale lub chwilowo)
ciagiem Pisota, tzn. kiedy zachowuje sie prawie jak
ciag geometryczny, najwigkszy pierwiastek xp jest
dodatni, istotnie wiekszy od pozostalych pierwiastkow
i od 1. Natomiast dla duzych n mamy

Ty R dowy +daxh + ...+ dizy,

czyli zachowanie ciagu zaokraglen (r,,) zalezy od
drugiego co do wielko$ci pierwiastka wielomianu
charakterystycznego (liczby da,ds, ..., dy sa tu
pewnymi liczbami zespolonymi).

Jedli |xo| < 1, to (zaniedbujac wplyw pozostalych,
mniejszych pierwiastkéw) nalezy oczekiwaé, ze wraz
ze wzrostem n liczba r,, bedzie coraz bardziej zblizaé¢
sie do zera, wiec skoro nieréwnosé
1 < 1
T3Sy
byta spelniona przez czas jakis, to im dalej,

tym latwiej bedzie ona spelniona.

Ciag E(10,181) spelnia rekurencje liniowa czwartego stopnia.
Pierwiastki x2 i 3 sg zespolone sprz¢zone o module ~ 0,99956939.

Jedli |xo| = 1, to wraz ze wzrostem n liczba r,

nie ma tendencji do oddalania si¢ ani zblizania

do zera; jesli wiec przez dlugi czas miescita si¢ ona
w przedziale [f%, %), to jest $wietna szansa, ze nigdy
z niego nie wyjdzie.

Ciag F(10, 19) spelnia rekurencj¢ liniowg czwartego stopnia.
Pierwiastki x> i 3 sg zespolone sprz¢zone o module 1.

Jesli za$ |z2| > 1 (nieznacznie), to wyjscie r, poza

przedzial [f%, %) jest zagwarantowane.

W przypadku wspomnianego juz ciagu E(10,219)
pierwiastki xs i x3 sa zespolone sprzezone

o module =~ 1,0002811. Dlatego potrzeba

ponad 1000 wyrazoéw, aby r, ,wyszlo” poza

przedzial [—1, 3).

W ciekawych przykladach wlasnie taka sytuacja jest
typowa: jeden duzy pierwiastek, para pierwiastkéw
zespolonych sprzezonych o module bliskim 1, pozostale
pierwiastki matle.

Jak zobaczy¢ rekurencje liniowg?

Popatrzmy na wykres ciagu zaokraglen (r;,)
zwiazanych z ciagiem FE(6,52).

y
0,5]
odl e
03
0,21 -

0,14 - .-

—0,1}"
—0,2]
o4l
04 e '

—0,5]

Ciag E(6,52) spelnia rekurencje czwartego stopnia do 205. wyrazu.
Na rysunku wida¢ to jak na dloni.

Zalamujaca sie regularnos¢ wykresu nie wynika z tego,
ze komputer nagle przestal sobie radzi¢ z duzymi
liczbami i popelnia bledy. Po prostu do 205. wyrazu
ciag E(6,52) spelnia rekurencje stopnia 5

Up+45 = 9an+4 - 3an+3 + any2 + 4an+1 + 3an.
A potem przestaje, o co postarala sie para

pierwiastkow zespolonych sprzezonych réwnania
charakterystycznego rekurencji, o module ~ 1,00126.

Patrzac na wykres zaokraglen ciagu E(4,13), tatwo
teraz uwierzy¢, ze nie spelnia on zadnej rekurencji
liniowe;j.

Skoro udalto mi sie zbudowaé przekonanie, ze patrzac
na rysunek, mozna zobaczy¢, czy ciag Pisota speinia
rekurencje liniowa, czy tez nie, postaram si¢ teraz to
przekonanie troche zburzyc¢.
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Dla ciagu E(4, 13) mamy rekurencj¢ széstego stopnia, ktéra urywa
sie po 24. wyrazie (na wykresie 7, dla n <50)...
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...a potem juz tylko losowa sieczka.

Rekurencja, ktéorej nie widaé

Popatrzmy na wykres zaokraglen dla ciagu
E(313580,401583). Widzimy losowy uklad punktéw,
pewnie ten ciag nie spelnia rekurencji liniowej, gdyz
takowa wymusitaby przeciez pewng regularnoscé
rysunku. To teraz posieje niepokdj: jak to sie dzieje,
ze losowo wybrane liczby z przedzialu [—%, %) sa
wszystkie dodatnie? A je$li wybierzemy punkty
odpowiadajace indeksom n = 0(mod 78), to czy dalej
wierzymy w losowos¢ wykresu?
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Zaokraglenia ciggu F(313580,401583) sprawiajg wrazenie
losowosci. . .
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...,chyba ze wybierzemy co 78. punkt wykresu.

Okazuje sie, ze ciag ten spelnia rekurencje stopnia 9:

Gn+9 = Gn+8 + Gnt6 — An43 — An4+1 + Ap,
ktérej wielomian charakterystyczny ma najwiekszy

3

pierwiastek ~ 1,28 oraz siedem pierwiastkéw
o module 1: jedynke i trzy pary pierwiastkéw
zespolonych sprzezonych. Jedynka odpowiada za
podniesienie wykresu do gory, a pary pierwiastkéw
sprzezonych sa odpowiedzialne za sinusoidalne
wahania r,, jednak nalozenie trzech takich wahan
o roznych czestosciach daje ztudzenie catkowitej
losowosci.
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Rekurencja 14. stopnia spelniona do wyrazu 126. Z uwagi

na wysoki stopien rekurencji punkty wykresu nie tworza linii,

ale brak losowosci widoczny jest jako obszar, w ktérym nie ma
zadnych punktéw wykresu. Az sze$é pierwiastkéw wielomianu
charakterystycznego jest bezwzglednie wigkszych od 1, przy czym
x2 = 1,0096218.
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Rekurencja ésmego stopnia psuje si¢ dla wyrazu 54.
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Rekurencja ésmego stopnia psuje si¢ dla wyrazu 50.

Ciag F(14,128) spelnia rekurencje piatego stopnia
ants = 10an4+4 — 8an43 + ant2 + 3ant1 + 2an

do wyrazu aso15 wlacznie (na wykresie zaokraglenia do r6o00)-
Wielomian charakterystyczny ma par¢ pierwiastkow zespolonych
sprz¢zonych o module ~ 1,0001216657.



