Cigg geometryczny — Janusz MATKOWSKI

metoda rozwigzywania réwnan rekurencyjnych

Niech C oznacza zbiér liczb zespolonych. Ciag (x,)52 liczb zespolonych
nazywany jest geometrycznym, jesli istnieje takie g € C, ze

Tn = Toq", neNy={0,1,2,...}.

Uwaga. Cligg (x,)52 liczb zespolonych jest ciggiem geometrycznym wtedy

1 tylko wtedy, gdy

Tyl = qTn, n € Np.

Zobaczymy, ze ten zupelnie oczywisty fakt pozwala w prosty sposéb
rozwigzywaé réwnania rekurencyjne

(1) Tpgk = Qk—1Tpik—1 + ... + 012py1 + a0Tn, 1 € Ny,
gdzie k € N, oraz ag,a1,...,ax—1 € R (C), ag # 0, sa ustalone.

Rozwazmy najpierw przypadek k& = 2. Niech p, ¢ beda takimi liczbami
rzeczywistymi lub zespolonymi, ze

p+q=a, pq = —ag.
Wtedy réwnanie (1) mozemy zapisa¢ w postaci
(2) Tn+2 = (P+ @)Tnt1 — PAn, n € No.

Przypuéémy, ze p # q. Zapisujac to rownanie na dwa sposoby:
Tnt2 = qTnt1 =P (Tnt1 — qTn) n € No;

Tnt2 = PTnt1 = q(Tn+1 —pTn),  n €N,
stwierdzamy, ze ciagi

(Z'nJrl - qzn)zo:() , (Z'nJrl - pzn)zo:()

sa geometryczne, a wiec
Tnt1 — qxn = (1 — qo)p", n € Ny,

Tpi1 — prn = (21 — p20)q", n € Ny.

Odejmujac stronami te réwnania, otrzymujemy szukane rozwiazanie

n n n—1 n—1
b —q p —q N
i Ty =T1——— — Topq—————, n € No.
: - p—q p—q
Rozwigzanie zadania F 575. Gdy ¢ dazy do p, otrzymujemy ciag
Jesli do punktéw A i B przylozy sie n—1
jakie$ napigcie, potencjaly w punktach Tn = [(xl - pZL'())TL + pzo]p ) ne NO;

C1D oraz E'i I beda rowne. ktory jest rozwiazaniem réwnania (2) w przypadku, gdy ¢ = p.

A D Ostatnie dwa wzory daja pelne rozwiazanie réwnania rekurencyjnego (2).
/// W podobny sposéb mozemy rozwiazywaé réwnania rekurencyjne, gdy k > 2.
7 Jedli np. k& = 3, to réwnanie (1) mozemy napisaé¢ w postaci
ok’ \ (3) @nts = (p+q+r)Tns2 = (g7 + 1P + PQ)Tni1 + paran, n € No,
,// gdzie p, ¢, r sa takim liczbami zespolonymi, ze
5 ptqg+r=as,  qr+rpHpg=-—a1,  pqr=ag.
E

Rozpocznijmy od przypadku, gdy p, ¢ i r sa parami rézne. Zapisujac
réwnanie (3) na trzy sposoby:
Zatem odcinki CD i EF mozna pomingc¢

w rozwazaniach. Opér pozostalych czesci Tn43 — (q + T).’L'n_i,_g + qrTn41 =P [l‘n"rQ - (’I" + q)l‘n"rl + qrxn] , ne NOa
figury jest réwny
. ap-L p Tpis — (P +D)Tng2 + 1PTpg1 = ¢ [T — (1 +p)Tps1 +rpry], n €Ny,
RAB:_GM*fzaﬂp):ﬂ, B N
2\2°  apt pp 2 V2 Tty — (P + @)Tpt2 + PeTpt1 =71 [Tny2 — (P + @)Tnt1 +pgznl, n € Ny,
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Uwaga. Przedstawiona metoda wymaga
znajomosci pierwiastkéw wielomianu

g tFt

—...—ait — aop,
zwanego wielomianem
charakterystycznym réwnania

rekurencyjnego (1).

stwierdzamy, ze ciagi w nawiasach prostokatnych sa geometryczne, a wiec
Tpt2 — (@ +7)Tpt1 + qro, = [z2 — (¢ + 7)1 + grao]p™;
Tpya — (1 + D) Tpgr +1p2p = [22 — (r + p)z1 + 7PT0]q";
Tnt2 = (P + QTnt1 + pgan = [v2 — (p+ Q)21 + paaolr™.
Zwiazki te tworzg uklad réwnan liniowych z niewiadomymi x, 42, Tpni1, Tn.

Eliminujac @42, Zn4+1 (lub stosujac twierdzenia Cramera), otrzymujemy stad

P i Gl Ve D U e D P

p’(r—q)+q*(p—r)+r2(¢—p)
p(r? —¢®) + " (p® — 1) + 1" (¢ — p?)
- 2 2 2 T1+
p(r—aq)+¢(p—r)+r*q—p)
pir -+ " p—r) + 1" g —p)
P(r—a+¢p—r) +r2(q—p)
Aby rozwiazaé réwnanie (3) w przypadku, gdy r = p # ¢, wystarczy
w powyzszym wzorze dokonaé przejscia granicznego z r do p.

+pqr xo, n € Np.

Otrzymamy wtedy

_ n n 2 _ 2 n_ 9 20,0 _ N
(4) 2, = LZAP tpdt,, (p” — q*)np pz(p ), .
p(p—q) p(p—q)
o —1 n+ 2. n
+q(p q)}()f(tp_;f2 P e,

Poniewaz w tym wzorze nie istnieje granica wspélczynnika przy xs, gdy ¢ dazy
do p, wiec przypadek p = ¢ = r wymaga dodatkowych rozwazan. Teraz rownanie
(3) ma postaé
Tnts = 3pTpio — 3p°Tni1 + P°xn, n €Ny
Zapisujac je w réwnowaznej formie
Tnis = 2pTni2 + P Tns1 = P(Tnia — 2pTnir +p2n), n €N
widzimy, ze ciag (Tni2 — 2DTnt1 + p2rn)SS, jest geometryczny, a wiec
Tpyo — 2pTpi1 + D2y = (2 — 2px1 + p220)p", n € Np.
Biorac tutaj
Yn = Tpt1 — PTn, N € Ny, ¢ = xo — 2px1 + P20,
otrzymujemy
Ynt1—Pyn =cp",  n€No.
Stad, dla dowolnie ustalonego k € N,

k—1 k—1
v =P 0 = Y 0" T e —pya) =Y pF = ckpt
n=0 n=0

a wiec yr = yop® + ckp*~1 i, w konsekwencji,
1

Tpt1 — PTn = Yop" +cnp” ™, neNy.

Podobnie, ustalajac dowolnie k£ € N, otrzymujemy stad

k—1 k—1
Tk _pkxo — Zpk—l—n(xn+1 _pxn) _ Zpk—l—n(yopn + Cnpn—l) —
n=0 n=0
k—1 k—1
_ _ _ k—1Dk . _
—y > P e St = gokpt 1+C( . ) P2
n=0 n=1
Zatem, dla n € Ny,
-1
Tn = zop” + yonp”" ' + prnﬁ =
n—1)np™—2 n—2)(n—1)p"
_ ; P e — (= 2)npla + ( )(2 )p 20,
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