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Zaskakujacy pret
Mateusz GORYCA, Adam DZIALAK

Wtasnosci fal wzbudzanych w prostych rezonatorach, ktére mozna traktowac
jako jednowymiarowe, sa powigzane prostymi zaleznosciami: czestosci kolejnych
modéw sa wielokrotnosciami czesto$ci modu podstawowego, a odleglosci miedzy
kolejnymi wezlami sa réwne.

Takimi szkolnymi przykltadami rezonatorow sa np. struny. Swa ,,popularno$é¢”
zawdzieczaja prostocie opisu. Trudno natomiast znalez¢ w podrecznikach
wyczerpujacy opis innego prostego rezonatora — luzno zawieszonego

cienkiego preta (majacego oba konce swobodne). Dlaczego tak jest?

Otéz drgania tego na pozér prostego ,,przyrzadu” sa znacznie bardziej
skomplikowane. Tym samym pret moze by¢ nader ciekawym obiektem
doswiadczen. Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy przeprowadzi¢ eksperyment
za pomoca uktadu przedstawionego na rysunku 1, co tez uczynilismy.

Zamiast preta uzyliSmy cienkosciennej rurki aluminiowej, o $rednicy
zewnetrznej 12,5 mm i grubosci $cianek 0,8 mm, pochodzacej z popularnych
dzwonkéw kupionych w sklepie orientalnym. Przez wywiercony w poprzek rurki
niewielki otwér przewlekliSmy cienka nié, na ktérej zawiesiliSmy obiekt

naszego do$wiadczenia. ZalozyliSmy na rurke tlumik z kawalka zgietego,
sprezystego drutu trzymanego w rece (zamiast drutu mozna uzyé np. wygietej
agrafki), ktérego zadaniem bylo tlumienie drgan w miejscu jego zamocowania.
Doswiadczenie powtérzyliSmy dla czterech rurek, rézniacych sie tylko dlugoscia
(odpowiednio 250, 260, 270 i 290 mm).

Eksperyment polegal na znalezieniu takich poltozen ttumika, przy ktérych
uderzony pret wydaje dtugi, niesttumiony dzwigk. Takie polozenia to, podobnie
jak dla struny, wezly fal stojacych. Wykorzystujac dodatkowo cyfrowy
oscyloskop z mozliwoscia przeprowadzenia analizy widma dzwieku wydawanego
przez pret (za taki oscyloskop postuzyl nam zwykly komputer, wyposazony
w mikrofon i jeden z darmowych, dostepnych w Internecie programéw
analizujacych widmo dzwigku), mogliSmy odréznié¢ wezly odpowiadajace
kolejnym modom drgan preta oraz zmierzyé¢ czestosé tych modéw. Przykladowe
wyniki pomiaréw (polozenia wezléw) dla trzech modéw, dla preta o dlugosci
290 mm przedstawia rysunek 2. Czestosci tych modéw wynosza odpowiednio:
860 Hz, 2340 Hz, 4440 Hz. Jak wida¢ z rysunku, sytuacja jest bardziej
skomplikowana niz dla struny, gdyz odleglosci miedzy wezlami nie sa jednakowe,
i odlegtos¢ miedzy pierwszym wezlem a koncem preta nie stanowi potowy
zadnej z nich. Nie mozna wigc w prosty sposéb wyznaczy¢ dlugosci fali
stojacej powstajacej w precie. Ponadto zaleznosé czestosci drgan od numeru
modu nie jest liniowa, jak to ma miejsce w przypadku struny. Aby zrozumieé
,dziwne” drgania preta, nalezy rozwazy¢ rownanie ruchu. Dla cienkiego preta
podstawowym réwnaniem jest (wyprowadzenie mozna znalezé w trzytomowej
Encyklopedii Fizyki PWN pod haslem ,prety”):
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gdzie y(x,t) jest wychyleniem z polozenia réwnowagi, x wspoélrzedna liczona
wzdluz preta, ¢ czasem, a A pewna dodatnia stala (zalezna od modulu Younga,
przekroju poprzecznego i gestosci). Szukajac rozwiazan w postaci fali stojacej,
mozemy zapisa¢ wychylenie jako iloczyn czynnikéw, z ktorych jeden zalezny jest
tylko od potozenia, a drugi od czasu y(z,t) = y1(x) - y2(t). Stad:

P(y1(z) - y2(t) _ ya(t) (@) () _ o d(2)
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Podstawiajac powyzsze zaleznosci do (1) i przeksztalcajac, otrzymujemy:

1 dya(t) —A dyi(x)
yo(t) dt2 yi(z) dat

(3)
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W przypadku fal sinusoidalnych liczba
falowa k wynosi 2w /. W naszym
przypadku powstala fala stojaca
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w prosty sposéb nie da si¢ go wyznaczy¢
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Widaé, ze obie strony réwnania (3) musza by¢ stalymi, bo sa funkcjami réznych
zmiennych (odpowiednio ¢ i x).

Dla lewej strony warunek ten jest spetniony dla dowolnej kombinacji liniowe;j
funkeji trygonometrycznych a; sin(ftwt 4+ ¢;) o tej samej czestosci kolowej w

lub dla dowolnej kombinacji liniowej funkeji wyktadniczych b; exp(+wt + ;)
(gdzie a;, b; sa dowolnymi rzeczywistymi amplitudami, a ¢;, 1; dowolnymi
rzeczywistymi fazami). W pierwszym przypadku lewa strona jest réwna —w?,

a w drugim +w?. Natomiast prawg strone spetniaja dowolne kombinacje liniowe
funkcji sinus i funkcji wyktadniczej o tej samej liczbie falowej k:

(4)

a warto$é prawej strony wynosi wtedy —Ak*. Poniewaz wyrazenie to jest
ujemne, musimy odrzuci¢ rozwiazania zaleznosci czasowej w postaci kombinacji
liniowej funkeji wykladniczych. Ostatecznie okazuje sig, ze czestosé f = w/2n
jest proporcjonalna do kwadratu liczby falowej k:

(5) f=C-k,
gdzie C = 21V A.

2

cjsin(tkz + ¢;) + d;j exp(L£kx + 1;),

Mozna dowies¢, ze druga i trzecia pochodna odchylenia wzgledem zmiennej x

w danym punkcie sg proporcjonalne odpowiednio do momentu sity i do silty
dziatajacych w tym punkcie. Poniewaz moment i sita na obu koncach preta
musza by¢ rowne zeru, druga i trzecia pochodna takze musza wynosi¢ zero.
Teoretyczne przewidywania wynikajace z tychze warunkéw brzegowych prowadza
do wniosku, ze mozliwe wartoéci liczby falowej k sa rozwiazaniami réwnan:

kl kl kl kl
(6)

tg2 = tgh2 lub tg2 —tgh2,
gdzie [ jest dlugoscia preta. Obliczone numerycznie wartosci kl dla réznych
moddéw sa nastepujace: 4,7300; 7,8532; 10,9956. Aby otrzymaé odpowiednie
wartosci k dla konkretnego preta, wystarczy podzieli¢ powyzsze wartosci przez
jego dlugosé [. Jezeli przedstawimy teraz na wykresie zaleznosé logarytmu
zmierzonych czestosei (dla czterech zbadanych pretéw) od logarytmu tak
wyliczonych wartoéci k, to okaze sig¢, ze nasze punkty do$wiadczalne ukladaja
sie na prostej, ktérej wspotezynnik kierunkowy jest z duza dokladnoscia
réwny 2 (rys. 3).

Oznacza to, ze czestoéci kolejnych modéw sa wprost proporcjonalne do k2,
co zgodne jest z przewidywaniami teoretycznymi.

Wykorzystujac tak obliczone wartosci kl, mozemy rowniez wyznaczy¢

miejsca zerowe funkeji yi(x) (wzér (2)), czyli wezly fali stojacej wzbudzonej

w precie (obliczenia, réwniez wykorzystujace warunki brzegowe, pomijamy).

Po przedstawieniu na wykresie zalezno$ci wynikéw otrzymanych do$wiadczalnie
(dla czterech pretéw) od otrzymanych teoretycznie, okaze sie, ze punkty

na wykresie ukltadaja sie wzdluz prostej o réwnaniu y = z (rys. 4), czyli zgodnie
z oczekiwaniami.

Jak wida¢, nawet tak proste do$wiadczenie, jak przedstawione w artykule, moze
dostarczy¢ zaskakujacych wynikéw. Jest to o tyle ciekawe, ze ich opis jest rzadko
spotykany i niewiele oséb zdaje sobie sprawe z faktu, jak skomplikowanym
rezonatorem moze by¢ zwykly pret (rurka). Dlatego warto sie czasem przyjrzeé
z pozoru oczywistym zjawiskom i sprawdzi¢, czy rzeczywiscie ich przebieg jest
tak prosty, jak nam si¢ wydaje.

Korzystajac z okazji, pragniemy jednocze$nie podzigkowa¢ Panu profesorowi
Janowi Gajowi za poswiecony nam czas i pomoc, bez ktérej nie powstatby
niniejszy artykut.

Prace wykonano na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego w ramach warsztatéw
naukowych organizowanych przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci.
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