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Tréjkat pitagorejski to tréjkat
prostokatny o bokach catkowitej dlugosci.

Czytelnik zapewne bez trudu obliczy
wysokosci otrzymanego tréjkata

za pomoca wysokosci zestawianych
trojkatow.

Czytelnik oczywiscie zauwazyl, ze p jest
liczba wymiernag.

O pewnym problemie Eulera
Lev KOURLIANDTCHIK, Boris LURJE

Czy istnieje trojkat, w ktorym diugosci bokéw, wysokosci, dwusiecznych
i srodkowych sa réwnoczesnie liczbami catkowitymi? Odpowiedz na to pytanie
postawione przez Eulera dotychczas nie jest znana.

Zbudowanie trojkata, w ktérym calkowite sa dlugosci bokow i wysokosci,
nie stwarza trudnosci.

W tym celu rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b
i przeciwprostokatnej c. Wysokos¢ opuszczona na przeciwprostokatna
ma dlugosé %“b. Poszukiwanym tréjkatem jest, na przyklad, trojkat

o bokach ac, be, ¢® — dla tréjkata egipskiego o bokach 3, 4, 5 otrzymamy
w ten sposéb trojkat o bokach 15, 20 i 25.

Zauwazmy, ze rozwiazania problemu Eulera mozna poszukiwaé¢ wsréd trojkatow
o elementach (dlugosciach bokdéw, wysokosci i tak dalej) wymiernych, bowiem
powigkszajac taki tréjkat, mozemy uzyskacé trojkat o wszystkich tych elementach
catkowitych.

Dlatego dalej wystarczy ograniczy¢ sie do budowania tréjkatéw o elementach
wymiernych.

Najpierw opiszemy konstrukcje niekoniecznie prostokatnego tréjkata o bokach
i wysokosciach catkowitej dlugosci. Przypusémy, ze mamy taki trojkat.
Sprawdzimy, ze tréjkat ten jest podzielony na dwa tréjkaty pitagorejskie
przez wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka najwigkszego kata. Przyjmijmy
oznaczenia jak na rysunku 1.

Wykazemy, ze wysokos¢ dzieli trojkat na dwa tréjkaty pitagorejskie, czyli ze

ai i az maja dlugodci catkowite. Rzeczywiscie, liczby a?, a3 i a1 + as beda
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catkowite. Wtedy a; — ap = — 2 jest liczba wymierna, co pocigga za soba, 7e
aj

a1 i ag sg liczbami wymiernymi. Poniewaz ich kwadraty sa liczbami caltkowitymi,
wiec liczby a1 i as tez sg catkowite.

Wynika stad, ze tréjkaty o wymiernych bokach i wysokosciach to trojkaty
powstale przez zestawienie dwoch tréjkatéw pitagorejskich.

Przejdzmy teraz do budowania trojkatéw o catkowitych dlugo$ciach bokow
i dwusiecznych. Przypusémy wiec, ze mamy taki trojkat i jest on przedstawiony
na rysunku 2.

Po pierwsze zauwazmy, ze
Cos — cosé i cos2
2’ 2 2
sg liczbami wymiernymi. Rzeczywidcie, z twierdzenia kosinusow wynika, ze
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jest liczba wymierna.

Udowodnimy, ze

sing sinE i sin J
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tez sa liczbami wymiernymi.
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S, sin” 5 i sin”  sg liczbami

Najpierw zwréémy uwage, ze wiemy juz, iz sin 5

wymiernymi.
Dalej mamy
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Podobnie postepujemy dla sin g i sin g
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Rozwigzanie zadania M 991.
Przeksztalcajac za pomocag
jednokladnosci o skali 1/2 nasz prostokat
pokryty 100 kotami o promieniu 2,
otrzymujemy prostokat o dwukrotnie
mniejszych wymiarach liniowych pokryty
100 kotami o promieniu 1. Z czterech
takich prostokatéw mozna zlozy¢
prostokat wyjsciowy, skad wynika teza.
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Rozwigzanie zadania M 992.
Przeksztalcajac za pomoca
jednokladnosci o skali 1/2 nasz tréjkat
pokryty 100 kotami o promieniu 2,
otrzymujemy tréjkat o dwukrotnie
mniejszych wymiarach liniowych
pokryty 100 kotami o promieniu 1.

7 czterech takich tréjkatéow mozna
zlozy¢ tréjkat wyjsSciowy (laczac srodki
bokéw wyjsciowego trojkata, otrzymamy

odpowiednie rozciecie), skad wynika teza.
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Rozwigzanie zadania M 993.
Przeksztalcajac za pomoca
jednoktadnosci o skali 1/+/5 nasz tréjkat
(prostokatny!) pokryty tysiacem kot

o promieniu r, otrzymujemy tréjkat
prostokatny o bokach 1/v/5,2/v/5, 1,
pokryty tysiacem két o promieniu r/+/5.

no

1

Jak pokazano na rysunku, z pieciu
trojkatéw prostokatnych o bokach
1/v/5,2/+/5,1 mozna ztozyé tréjkat
prostokatny o bokach 1,2,/5, skad
wynika teza.
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A wigc liczba sin 5 jest wymierna.

Stad natychmiast wynika, ze sinusy katéw tréjkata sa liczbami wymiernymi,
a to oznacza, ze wysokosci tez maja dlugos¢ wymierna.

Ze wzoru o
¢ le’ 1 —cos5
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wynika, ze liczba tg ¢ jest wymierna.

A wigc warunkiem koniecznym istnienia zadanego trdjkata jest wymierno$é liczb
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Sprawdzimy, ze warunek ten jest tez dostateczny. Co wiecej, wystarczy zadac
tylko wymiernosci dwoch sposrod tych trzech liczb.

Rzeczywiscie, zachodzi réwnosé
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stwierdzamy, ze liczby
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sa wymierne. A wiec wymierne sa sinusy i kosinusy wszystkich katéw tréjkata.

Gdy dobierzemy trojkat tak, aby $rednica okregu opisanego byta liczba
wymierna, otrzymamy trojkat, ktérego boki, wysokosci i dwusieczne maja
dtugosci wymierne.

Podamy przyktad takiego tréjkata.

Niech o = 3 i niech
=L wiedy tg2 =2
87 = 3 y Wy ==
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sing =g, sing =cp, sina=cg, siny= o
Po prostych obliczeniach otrzymujemy nastepujacy tréjkat:
dhugosci  bokdéw 24 375 24375 13 650,
wysokosci 13104 13104 23 400,
dwusiecznych 14 000 14 000 23 400.

Dosé tatwo stwierdzié, ze nie jest to tréjkat Eulera, bowiem nie wszystkie jego
srodkowe sa calkowite.

Dla Czytelnikéw proponujemy zastanowienie si¢ nad warunkami koniecznymi
i wystarczajacymi na to, by tréjkat miat boki catkowitej dtugosci i

— catkowite pole;

— calkowity promien okregu opisanego (wpisanego, dopisanego).

Problem dotyczacy srodkowych catkowitej dlugosci jest bardziej skomplikowany,
bowiem dlugosci srodkowych nie mozna wyrazi¢ w sposéb wymierny za pomoca
funkcji trygonometrycznych katéw trojkata. Autorzy umieja stosunkowo prosto
wykazaé, ze ani zaden trdjkat rownoramienny, ani zaden tréjkat prostokatny
nie jest trojkatem Eulera. Ale to juz dluzsza historia. Powr6écimy do niej.
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