Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2002

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 443, 444

443. Rozwazamy alfabet zlozony z trzech znakéw:

0, 1, 2. Niech a,, bedzie liczba stéw dlugosci n,

w ktorych nie wystepuje blok 11 ani 22. Niech b,
bedzie liczbg stow dlugosci n, w ktorych nie wystepuje
blok tréjelementowy ztozony z trzech réznych znakdw.
Wykazaé, ze 3a,, = by41.

Zadanie 444 zaproponowal pan Michal Adamaszek
z Ket.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2002

435. Rozwazamy stowa binarne dowolnej dlugosci skoniczonej.

Stowo powstale przez napisanie pod rzad trzech identycznych

kopii dowolnego stowa binarnego bedziemy nazywac tréjniakiem.
Okres$lamy operacje dopuszczalne. Kazda taka operacja polega

na rozerwaniu slowa w dowolnym miejscu i wstawieniu w powstata
luke dowolnego tréjniaka (takze dopisanie tréjniaka na poczatku lub
na konicu stowa), badz tez na wykresleniu dowolnego fragmentu

435. Przyporzadkujmy stowu W = cica...cn (¢ € {0, 1})
liczbe

sW)=c +202+303+...+ncn22jcj.
j=1

Wezmy pod uwage stowo W’ powstale z W przez
wstawienie pomiedzy znaki ¢y i cx+1 dowolnego tréjniaka
TTT, T =tita...tm:

W’:Cl...thl...tmtl...tmtl...tmck+1...Cn.

Spéjrzmy, jak zmienia si¢ warto$é s(W):
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Tak wiec s(W') = s(W) (mod 3). To znaczy, ze reszta
z dzielenia s(W') przez 3 jest niezmiennikiem operacji
dopuszczalnych. Poniewaz s(01) = 2, s(10) = 1, nie jest
mozliwe przejscie od stowa 01 do stowa 10.

436. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji. Dla liczb
x # 0 zachodzi réwnosé
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

444. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty D,

E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB,

przy czym proste AD, BE, C'F przecinaja si¢

w jednym punkcie. Prosta EF'F przecina okrag opisany
na tréjkacie AEB w punktach E i P, a okrag opisany
na tréjkacie AFC' w punktach F i Q. Udowodnié, ze
punkt A jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
PDQ wtedy i tylko wtedy, gdy odcinki AD, BE, CF
sa wysokos$ciami trojkata ABC.

Przypominamy tres¢ zadan:
bedacego tréjniakiem. Startujemy od stowa 01 i wykonujemy ciag

operacji dopuszczalnych. Czy jest mozliwe uzyskanie stowa 107

436. Znalezé wszystkie funkcje rézniczkowalne f:R — R spelniajace
réwnanie

f@x) = f(z) + xf' (2z) dlaz € R.

ktéra pokazuje, ze funkcja f’ jest ciagla w zbiorze R\ {0}.
Jest tez ciagla w punkcie 0, bowiem we wzorze (1) mozna
przejs$é do granicy (z — 0) w sposéb nastepujacy:

27) — _
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— 2f'(0) = £'(0) = £(0).
Zatem f' jest funkcja ciaglta w catym zbiorze R.

Ustalmy dowolng liczbe zo > 0. Niech A bedzie zbiorem
tych liczb = > 0, dla ktérych f'(z) = f'(x0). Wobec
cigglosdci funkeji f jest to zbiér domkniety; jest wiec w nim
liczba najmniejsza «. Przypusémy, ze o > 0. W mysl
twierdzenia Lagrange’a istnieje w przedziale (%oz; a)
liczba £ spelniajaca rownosé

fie - L)~ fGo)

1
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Otrzymany iloraz jest réwny f’(a), zgodnie ze wzorem (1).
Tak wigc f'(€) = f'(a) = f'(mo), czyli £ € A, wbhrew temu,
ze « jest najmniejsza liczba w zbiorze A. Sprzecznosé
dowodzi, ze a = 0, i wobec tego f'(0) = f'(xo).

Ta réwnosé zachodzi dla kazdej liczby o > 0. To znaczy,
ze funkcja [’ jest stala na przedziale (0; 00). Analogicznie
wykazujemy, ze jest stala w przedziale (—oo;0). Jest
wiec stata w zbiorze R, czyli f jest funkcja postaci

f(z) = ax + b. Nietrudno sprawdzi¢, ze kazda funkcja
takiej postaci spelnia zadane réwnanie.



Zadania z fizyki nr 340, 341
Redaguje Jerzy B. BROJAN

340. Dwie stacje kosmiczne kraza wokot Ziemi po orbitach kotowych lezacych
w tej samej plaszczyznie, przy czym zwrot obiegu orbit jest zgodny, a ich
promienie wynosza odpowiednio Ry i 2Ry, gdzie Ry jest promieniem Ziemi
(oczywiscie, w praktyce promien pierwszej orbity musi by¢ nieco wiekszy

Termin nadsylania rozwigzan: ze wzgledu na opdr powietrza). Aby przenie$é si¢ z pierwszej stacji na druga,

31 VIII 2002

kosmonauta wsiada do ,takséwki kosmicznej”, ktéra odlacza sie od pierwszej

stacji 1 rozpedza do predkosci takiej, aby jej orbita siegneta orbity drugiej

stacji (rys. 1); w chwili zblizenia do drugiej stacji kolejne wlaczenie napedu
ytakséwki” powoduje zréwnanie predkosci obu pojazdéw. Oba czasy rozpedzania
ytakséwki” uznajemy za bardzo krétkie w poréwnaniu z okresem obiegu Ziemi
przez ktorakolwiek ze stacji.

a) Ile powinien wynosi¢ przyrost predkosci ,takséwki” przy kazdym wlaczeniu
napedu? Dana jest wartosé¢ I predkosci kosmicznej vy, (predkosci orbitalnej

pierwszej stacji).

b) O jaki kat o powinna wyprzedzaé druga stacja pierwsza w chwili rozpoczecia

Rys. 1 podrézy ,takséwki”, czyli przy pierwszym wlaczeniu silnikéw?
341. Oporno$¢ termistora R [Q] P (W] rysunku 3. Jakie
péiprzewodnikowego 140 1,4 maksymalne napiecie
zalezy od temperatury 100 1.0 mozna przylozyc
wedhug rysunku 2, A\ ’ do termistora, nie
a szybkosé odpltywu 60 0,6 powodujac przy tym
ciepla z termistora zalezy o T [°C] 0.2 -~ T [°C] nieograniczonego wzrostu

AN 2| 0
od temperatury wedhug 20 40 60 80 20 40 60 80 temperatury:

Rys. 2 Rys. 3

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2002

332. Rura sklada si¢ z odcinkéw o érednicach dy i d2, w ktérych
mogg si¢ poruszaé bez tarcia ttoki o masach my i ma (rys. 4).
Poczatkowo drugi tlok byl nieruchomy, a pierwszy poruszajac
si¢ w prawo zaczal sprezac¢ gaz. Jaki warunek muszg spetniaé
wymienione parametry, aby w pewnej chwili drugi tlok osiagnat
energie kinetyczng réwng poczatkowej energii pierwszego?
Zalozy¢, ze przemiana gazu jest odwracalna.

m

)

d, d,

Rys. 4

332. Ruch ttokéw podlega réwnaniom
m1% = —pbSi, mz% = pSa,
gdzie p jest nadwyzka ci$nienia gazu nad cisnieniem
zewnetrznym, a S1 i S2 — powierzchniami ttokéw. Widzimy,
ze wielkosé
mivi mav2

S1 Sa
pozostaje stala w czasie ruchu tltokéw, a stad

mi1vU1 o mwi + mwé
St S1 Sy 7

gdzie primy odpowiadaja chwili, w ktorej nastapito

rozprezenie gazu, czyli ponowne wyréwnanie ci$nienia

z ci$nieniem zewnetrznym. Zgodnie z zasada zachowania
energii energia kinetyczna ttokéw jest wtedy réwna energii
poczatkowej:

2 12 72
miv] = Mmiv; + Mavy .
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Przypominamy tresé¢ zadan:

333. Na rysunku 5 przedstawiony jest _
schemat pewnej zabawki fizycznej. -
Wewnatrz cylindra wypelnionego e
przezroczystg ciecza plywa szklana —
klepsydra z piaskiem. Poczatkowo klepsydra

jest przy gérnym koncu cylindra; zatem 0
po jego obréceniu znajdzie si¢ na dole -,
i pozostaje tam, podczas gdy piasek w niej —
si¢ przesypuje. Dopiero, gdy przesypie si¢ il
okolo polowy piasku, klepsydra zaczyna _

powoli wyplywaé¢ w goére. Dlaczego
klepsydra poczatkowo pozostaje na dole
i dlaczego zaczyna wyplywad? Rys. 5

Drugi tlok osiagnie maksymalng energie kinetyczna,
jesli v = 0. Jak nietrudno sprawdzié, warunek ten jest
réwnowazny nastepujacemu:

m_ (&)2 _ (ﬂ)“
ma - SQ - d2 ’
(Inspiracja do opracowania tego zadania byt opis tzw.

dziata gazowego, uzytego przy wytwarzaniu metalicznego
wodoru — zob. Swiat Nauki, sierpieni 2000 .)

333. Gdy wiekszos¢ piasku jest w gérnej komorze
klepsydry, jej pozycja w cieczy jest niestabilna i gdyby
plywala w niej swobodnie, to by si¢ odwrécita o 180°. Stad
wynika pewien nacisk klepsydry na $cianki cylindra (np.
gornej jej czesci w lewo, a dolnej w prawo), a wynikajaca
stad sita tarcia przyczynia si¢ do utrzymania klepsydry
przy dnie. (Takie wyjasnienie nasuneto sie autorowi; by¢
moze Czytelnicy znajda inne, réwnie logiczne.)



