Dowodzenie nierownosci

W tym artykule zobaczymy kilka typowych metod
podejscia do zadan olimpijskich, dotyczacych
nierownosci. Czesto wystepuja w nich pewne
dodatkowe warunki, takie jak

ab=1,

ryz =1,

r+y+z=1,itp.

Wiaczenie tych ograniczen do nieréwnoéci pozwala
niekiedy uprosci¢ problem. Zacznijmy od
nastepujacego przyktadu.

Zadanie 1 (Wegry 1996). Niech a i b beda dodatnimi
liczbami rzeczywistymi, takimi ze a + b = 1.
Wykazaé, ze

2 b2

a+1 + b+1
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Rozwigzanie. Korzystajac z warunku a + b = 1,
mozemy sprowadzi¢ nasza nieréwnos¢ do postaci
jednorodnej:

1 a? b2

= < +

37 (a+b)(a+(a+b) (a+b)(b+ (a+1D))

lub
(a+b)(2a +b)(2b+ a) < 3(a®(a + 2b) + b*(2a + b)),

co po przeksztalceniach daje nieréwnosé
2(a® 4+ b*) + 7(a*b + ab?) < 3(a® + %) + 6(a®b + ab?).
Mamy wiec udowodnié¢
a’b+a b? < a® + b3,
a to wynika z nieréwnosci

(a® +b*) — (a®b+ a b*) =(a — b)*(a +b) > 0.

Nieréwno$é a?b + a b? < a® + b> mozna uogélnié.

Twierdzenie 1. Niech a1, a9, b1, bs beda dodatnimi
liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunki

a1 + ag = b1 + b2 i max(al, ag) Z max(bl, b2)
Jedli z i y sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, to

xalyag + :L.G,anl > xbl be + $b2yb1 .

Dowdd. Bez utraty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze
a1 > as,by > ba,ay > by. Jesli x lub y jest zerem,
nieréwnos¢ jest oczywiscie spelniona. Przyjmijmy
zatem, ze obie liczby, i y, sa rézne od zera. Latwo
sprawdzi¢, ze

xalyag + zagyal . zblbe . Z'b2yb1 —

— — by — bo—
:zazyaQ(zal az +yal a2z _ b1 a2y2 az __

_xbz—azybl—az)
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Zanim zajmiemy sie przyktadem nieréwnosci z trzema
zmiennymi, wprowadzmy dwa zapisy sumacyjne

2. i)

cykl sym

Niech P(z,y,z) bedzie funkcja trzech zmiennych
x, y, z. Definiujemy:

S Py, 2) = P(a,y,2) + Py, z,2) + P(z,,y),
cykl

> P(z,y,2) = P(z,y,2) +P(z,2,y) + P(y, 2, 2)+

sym

+P(y,z,x) + P(z,z,y) + P(z,y,x).

Na przyktad,

Z :I:gy = xgy + ygz + zgx,

cykl

Dot =2’ +yP + 20,

sym

Z z2y = x2y + 2%z + y2,z —+ y2:c —+ 22z —+ zQy,

sym

Z ryz = 6ryz.

Zadanie 2 (Miedz. Olimp. Matem. 1984). Niech z,y, z
beda nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, takimi ze
x4y + 2z = 1. Wykazad, ze

7
ngy—l—yz—i—z:E—Q:Eyzgﬁ.

Rozwigzanie. Dzigki warunkowi o +y+ 2 =1
mozemy sprowadzi¢ nieréwnos¢ z zadania do postaci
jednorodnej, tzn.

7
0§(xy+yz+zx)(z+y+z)—2zyz§2—7(:c+y+z)3.

Nier6wnos¢ po lewej stronie jest trywialna, poniewaz
jest rownowazna warunkom

ngyz—i—Z:EQy i x,y,2z >0.

sym

Prawa nieréwnosé upraszcza sie do postaci

72303 + 1bxyz — 62:1:2;(; > 0.

cykl sym
Poniewaz
72:1:3 + 15xyz — 6Z$2y =
cykl sym
= 22:03 — Z:c2y +5(3zyz + Z:c3 — Z:ch),
cykl sym cykl sym

wiec wystarczy wykazad, ze

2Zx3 > ZzQy i 3zyz + Z:c3 > ZzQy.

cykl sym cykl sym



Zauwazmy, ze

2y a® =Y @’y = (@ +y?) - Y (@Py+ay?) =

cykl sym cykl cykl
= (@ 4y’ — Py —ay®) > 0.
cykl
Druga nier6wnosé mozemy zapisaé tak:
> w(z—y)(z—2) >0,
cykl

a to jest szczegdlny przypadek nastepujacej
nieréwnosci Schura.

Twierdzenie 2 (Schur). Niech x,y, z beda
nieujemnymi liczbami rzeczywistymi. Wowczas
dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej r

Z:CT(:E —y)(x—z) >0.

Dowdd. Zadna permutacja trzech zmiennych

nie narusza tej nieréwnosci, wiec mozemy zalozy¢,

ze x >y > z i przeksztalci¢ nieréwnosé do nastepujacej
postaci:

(z =y’ (= 2) =y (y = 2)] + 2"(z = 2)(y — 2) 2 0,

w ktorej kazdy wyraz po lewej stronie jest oczywiscie
nieujemny.

Nierzadko przydaje si¢ nastepujacy szczegdlny
przypadek nieréwnosci Schura:

Zx(m —y)(x—2)>0& 3ayz+ sz > Zx2y.

cykl cykl sym

Oto inne zadanie z Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej, ktére mozna rozwiagzac za pomoca
tej nieréwnosci.

Zadanie 3 (Miedz. Olimp. Matem. 2000). Niech

a, b, c beda liczbami dodatnimi, takimi ze abc = 1.
Udowodnié¢ nieréwnosé

() reD)en

Rozwigzanie. Nieréwnos¢ z zadania jest réwnowazna
nastepujacej nierownosci jednorodnej

(a—(abc)1/3 + M) : (b — (abo)'/? + @)

b
2/3
-(c — (abe)/? + M) < abe.
a

Podstawiamy: a = 23,b = 33, c = 23, gdzie x,y,2z > 0,
otrzymujac

2 2
(:v?’ —zyz + (my;) ) - (93 — Yz + (my;) )
y z

2
ryYyz
.<23 oyt @) < Py,
€T
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To mozna uprosci¢ do postaci nastepujacej

(@®y —y’z +2%0) - (P2 — 22 +a’y)

(22 — 2%y + y?2) < g3

3z3y323+2x6y3 > Z‘T4y4z +Zx5y2227

cykl cykl cykl

lub

lub
3(a2y) (y22) (=%0) + S (@%y)* = 3 (@2y)2(y%),
cykl sym
co juz jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci
Schura.

7 kolei przykltad nieréwnosci z dodatkowym
warunkiem abc = 1.

Zadanie 4 (Turniej Miast 1997). Niech a, b, ¢ beda
liczbami dodatnimi spelniajacymi warunek abc = 1.
Udowodnié, ze
1 1 1
a+b+1 + b+c+1 +

<1.
ct+a+1—

Rozwigzanie. Nieréwnosé mozemy przedstawic
w nastepujacej postaci

1
a+ b+ (abc)l/3

i b+c+(abc)1/3+
n 1 - 1
c+a+ (abc)l/3 = (abc)l/3”

Podstawiamy: a = 23,b = 33, c = 23, gdzie x,y,2z > 0,
i dochodzimy do nieréwnosci
1 1 1
3 3 T3 3 T3 3
x4y +xyz  Y° +z2°+aryz 2°+x° + Yz

1
<
T xyz
réwnowaznej nastepujacej
xyzZ(:E?’ + 93 4+ ay2) (v + 22+ xyz) <

cykl
< (2% + P+ ay2) (Y + 22+ ay2) (2P + 2 4 yz).
7 tej otrzymujemy nieré6wnosé
Zxﬁy?) > 29559222’
sym sym

ktora jest szczegdlnym przypadkiem ogdlniejszego
twierdzenia.

Twierdzenie 3 (R.F. Muirhead). Jesli ai, as, as, b,
ba, b3 sa liczbami rzeczywistymi, takimi ze

a; > ag > az >0,

by > by > b3 > 0,

ap > by,

ai +az > by + ba,

ai +az +asz = by + by + bs,

oraz x, ¥, z s liczbami nieujemnymi, to

§ :Calyazza3 > § xblybzzbs.

sym sym



Dowdéd. Przypadek 1. by > as :
7 nieréwnoéci
a1 >ar+az—briar > b

wynika, ze
aq Z max(a1 + as — bl, bl),

a wiec
max(ai,as) = a; > max(a; + az — by, by).

7 kolei z
ay +az —by > by +az — by = a3

a1 +az—by >ba > b3
wnioskujemy, ze
max (a1 + az — by, az) > max(be, bs).

Stosujac teraz dwukrotnie twierdzenie 1, mamy

E xal a2 a3 — E ZaS xal az +.Ta2yal)

sym cykl

>§ Zas ai1+az—by bl +:Cb1 aitaz— bl):

cykl

_ § .Z‘bl (ya1+az—b1 298 | yagzal-i—ag—bl) >

Z leh (ybz Zbd + yb3 Zb2 bel b2 bd

cykl sym

cykl

Przypadek 2. by < as :
7 nieréwnosci

3b1 > b1 +ba+b3s=a1+ax+a3>by+ax+as

otrzymujemy
by > az +az—b

oraz
a1 > az > by > az +ag — by,

a w konsekwencji

max(az,as) > max(by,as + az — by)

max (a1, as + ag — by) > max(by, bs).

Stosujac ponownie dwa razy twierdzenie 1,
dochodzimy do nieréwnosci

ay ,,a2 .a a aa aa
§z1y2z3f§z1 23+y3 2)

sym cykl

> E 201 (ybl Za2+113—b1 + ya2+a3—b1 Zbl) _
cykl

— E ybl (xal le2+113—b1 + $a2+a3—b1za1) >

cykl

> E ybl ($b2 zbs + xbs Zb2
cykl sym

Ostatnie twierdzenie mozna takze wykorzystaé
do rozwiazania nastepujacego zadania
z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej.
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E :L.bl b2 b3_

Zadanie 5 (Miedz. Olimp. Matem. 1995).
Niech a, b, ¢ beda liczbami dodatnimi, takimi ze
abc = 1. Udowodnié, ze

1 1 1

> —,
a3(b+c) N b3(c+a) N Ala+b) ~ 2

w

Rozwigzanie. Rownowaznie, mamy udowodni¢
nieréwnosé
1 1 1 3
ad(b+c) * b3(c+a) N c3(a+0b) = 2(abc)4/3”

Przyjmijmy a = 23,b = y3, c = 23, gdzie
x,y,z > 0. Woéwczas nieréwnosé przybiera postac

1 3
> .
293 3) = QpdydA
v (y3 +23) = 2ztytz

Likwidujac mianowniki, dochodzimy do postaci
nastepujace;j:

Zx12 12+22$129923+Z$9y ZGZ

sym sym sym
> 3Z$11y8’25 + 625y
sym

lub
(lez 12 an 8 5)
sym sym

JrQ(Zzu 9.3 Zzu 8 5)

sym sym
+(Z$99926_Zx8 8 8)
sym sym

gdzie na mocy twierdzenia 3 kazdy wyraz po lewej
stronie jest nieujemny.

ZADANIA

1. (Miedz. Olimp. Azji i Pacyfiku 1998) Niech a, b, ¢
beda liczbami dodatnimi. Udowodnié, ze

(1+a)(1+b)(1+c) (1+a+b+c)
b c a v abe -
2. (Jugostawia 1987) Niech a i b beda liczbami

dodatnimi. Udowodnié, ze

(a+b)2+i(a+b)2a\/5+b\/ﬁ.

DN =

3. (Miedz. Olimp. Matem. 1998, propozycja)
Udowodnié, ze jesli z,y, z sa liczbami dodatnimi oraz
ryz =1, to

3 y3 23

+90+2) T+20+0 O+a0+y =

e~ w

4. (Wielka Brytania 1999) Liczby rzeczywiste
nieujemne p, g, r spelniaja warunek
p+ q+r = 1. Udowodni¢, ze

T(pq + qr +rp) < 2+ 9Ipgr.



