Teoria jest niesprzeczna, gdy wsréd

jej twierdzen, a wigc zdan majacych
dowéd, nie ma dwéch zdan wzajemnie
sprzecznych. Rownowaznie, gdy istnieje
zdanie, ktére nie ma dowodu w tej teorii.

Godel uzyt nastepujacych symboli:

,07 (reprezentujacy liczbe 0),

»f” (symbol funkcji nastepnika),

»~" (negacja), ,V” (alternatywa),

”V” (kwantyfikator ogdlny), (7 (lewy
nawias), ,)” (prawy nawias). Ich kodami

byty odpowiednio liczby 1,3,5,7,9, 11, 13.

Pomyst Godla

Rozwo6j matematyki w XIX wieku, pojawienie sie¢ nowych teorii
aksjomatycznych i lepsze zrozumienie istoty aksjomatyzacji, ktore zawdzieczano
m.in. pracom nad geometriami innymi niz euklidesowa, rozbudzily nowe
nadzieje. W latach 1910-1913 Bertrand Russell i Alfred N. Whitehead
opublikowali trzy tomy dziela Principia Mathematica, stanowiacego probe
zbudowania matematyki na fundamencie nieduzego zbioru aksjomatéw

i regul wnioskowania. Nadzieja Davida Hilberta, by cala matematyke
przedstawi¢ w postaci niesprzecznej teorii sformalizowanej, w ktérej dla kazdego
dajacego si¢ zapisa¢ w jezyku tej teorii zdania p istniatby albo dowdd p, albo
dowdd zdania nieprawda, Ze p — dowdd korzystajacy z wyraznie okreslonych
regul wnioskowania z rownie jasno okreslonych aksjomatow — wydawala sie
bliska realizacji.

Rozwazmy zdanie p nastepujacej tresci: ,zdanie p jest falszywe”. Czy to

zdanie, nieco uscidlona wersja tzw. paradoksu ktamcy, jest prawdziwe czy
fatszywe? Bez trudu sprawdzisz, drogi Czytelniku, ze kazda odpowiedz prowadzi
do sprzecznoéci. Mamy wiec zdanie, ktérego prawdziwosci nie mozna ustali¢

na gruncie, nazwijmy to, zwyktlej logiki. Pomyst Kurta Godla polegal na tym,
by ten paradoks przeksztalcié w zdanie sformutowane w jezyku arytmetyki

liczb naturalnych (tzw. arytmetyki Peano, od nazwiska twércy aksjomatycznych
podstaw tej teorii) i wykazanie, Ze ani otrzymane zdanie, ani jego zaprzeczenie
dowodu w arytmetyce Peano nie maja. Teorig, dla ktérej takie zdanie istnieje,
nazywa sie teoria niezupeina.

Pominmy tu trudno$ci matematyczne i logiczne rozumowania Godla,
zatrzymajmy sie na kwestii, wydawaloby sie, drugorzednej, ale ktéra dla calej
sprawy jest kluczowa i to rozumowanie umozliwia. Zdanie p — albo podobne
zdanie p’, ktére glositoby, ze p’ nie ma dowodu — orzeka co$ o zdaniach
(wrecz samo o sobie), podezas gdy zdania arytmetyki wyrazaja wlasnosci
liczb naturalnych. Kluczem do twierdzenia o niezupelnosci arytmetyki stal sie
pomyst kodowania symboli jezyka teorii, jej formul (czyli pewnych ciagéw
symboli), a takze dowoddéw (czyli pewnych ciagdéw formul) za pomoca liczb
naturalnych. W ten sposéb kazda relacja miedzy formulami (np. stwierdzenie,
ze ciag formutl @ jest dowodem formuly ¢) staje sie relacja miedzy liczbami
naturalnymi.

Kazdemu symbolowi jezyka arytmetyki Godel przypisal liczbe nieparzysta,
niewickszg od 13 — kazdemu inna. Kazdej zmiennej reprezentujacej liczby
przyporzadkowal liczbe pierwsza, wigksza od 13, kazdej zmiennej reprezentujacej
zbiory liczb — kwadrat liczby pierwszej wigkszej od 13, kazdej zmiennej
reprezentujacej zbiory zbiordéw (np. relacje dwuargumentowe) — trzecia

potege liczby pierwszej wigkszej od 13 itd. Formule, bedacej ciagiem symboli

o numerach n1,ng, ..., ng, odpowiadalta liczba 2™ - 3™2 . ... pi'*  gdzie py,
oznacza k-ta liczbe pierwsza. Wreszcie kodem dowodu, bedacego ciagiem formut
o numerach, kolejno, my, ma, ..., m,, stata sie liczba 2™ - ... - p*r. Ten sposéb

kodowania dawal gwarancje jednoznacznodci: nie tylko kazdy symbol, kazda
formuta i kazdy dowdd zostal opatrzony jednoznacznie okreslonym numerem, ale
z kazdej liczby, bedacej kodem, mozna jednoznacznie odczytaé obiekt (symbol,
formule, dowdd), ktoéra ta liczba koduje. Zdania o formutach maja wiec swoje
doktadne odpowiedniki w zdaniach o liczbach i odwrotnie; Godel pokazal, jak
takie odpowiedniki budowac.

Teraz pozostaje juz tylko zapisaé w jezyku arytmetyki formule C(x), orzekajaca,
ze liczba x jest numerem formuly nie majacej dowodu, i podstawié¢ za x numer

formuty C(x)...

11



