Pomyst Gaussa,

Borsuka i Riemanna
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Linie czarne zaginamy do siebie,
a kolorowe od siebie.

Katenoida to powierzchnia powstata
przez obracanie krzywej tancuchowej —
linii wzdtuz ktérej uklada si¢ zawieszony
na dwoéch gwozdziach tancuch. Inaczej:
powierzchnia, jaka utworzy blona
mydlana rozpigta na dwéch okregach
lezacych w plaszczyznach prostopadtlych
do prostej taczacej ich srodki. Wyglada
ona tak:

&

Helikoida to powierzchnia powstata
przez jednostajne obracanie prostej wokét
osi i réwnoczesne jednostajne przesuwanie
wzdtuz tej osi. Wyglada ona tak:

Gdy zajmujemy si¢ geometria na jakiejs powierzchni w zwyktlej przestrzeni
euklidesowej, to mozemy to robi¢ w taki sposéb, jakby niczego poza ta
powierzchnia nie bylo. Wystarczy w tym celu umoéwic sie, ze odlegloscia

dwoch punktéw bedzie dtugosé najkrotszego tuku taczacego po powierzchni

te punkty (i zalozy¢, ze taki tuk istnieje — takie powierzchnie nazwano pézniej
geometrycznie akceptowalnymi). Uzyskana tym sposobem geometria nazywa sie
geometria wewnetrzng i jest to pomyst Carla Gaussa.

Spéjrzmy 7z tego punktu widzenia na sfere (czyli powierzchnie kuli)

— niech jej promien bedzie R. Najwieksza odleglo$¢ jej punktéw

w geometrii euklidesowej jest réwna 2R, a w jej geometrii wewnetrznej jest
wieksza: mR. Zmieniaja si¢ nawet najprostsze wzory. Okrag o euklidesowym
promieniu r ma dlugosé 27r, a w geometrii wewnetrznej sfery ma dlugosé
mniejsza: 27 Rsin  (czy wszyscy umieja sprawdzic, ze jest to dlugosé
mniejsza?). Nie watpie natomiast, ze kazdy potrafi podaé jeszcze caly szereg
roznic miedzy geometria sfery w przestrzeni euklidesowej a geometrig sferyczna
(bo tak nazywa sie geometria wewnetrzna sfery).

Najciekawszym ze stosunkowo nowych twierdzen o geometrii wewnetrznej jest
pomysl Karola Borsuka z 1980 roku (ulepszony w tymze roku przez Juliusza
Oledzkiego i Stanistawa Spieza), ktéry orzeka, ze

przestrzen euklidesowq n-wymiarowq mozna — bez zmiany jej geometrii
wewnetrznej — zmiescié w dowolnie malej kulce przestrzeni (n + 1)-wymiarowej
(przeksztalcenie zachowujace geometrie wewnetrzna nazywamy izometria
wewnetrzng).

Dowéd tego twierdzenia jest dosé trudny (w Delcie 11/1980 mozna znalezé
dowdd jego stabszej wersji), przyklad postepowania, ktére sprowadza
wewnetrznie izometrycznie plaszczyzne do malej kuli w przestrzeni,
przedstawiony jest obok, a konsekwencje tego twierdzenia dla UFOlogii kazdy
moze sobie wymysli¢ sam.

Przyktadem powierzchni wewnetrznie izometrycznych sa np. odpowiednie
fragmenty plaszczyzny, walca i stozka. Bardziej zaskakujaca jest

wewnetrzna izometria katenoidy i helikoidy. Dla kochajacych liczy¢
potrzebne do sprawdzenia dane: katenoida ma przedstawienie parametryczne
(t, coshtcos, coshtsing), helikoida (vcosw, vsinw, w), wewnetrzna ich

izometria dana jest wzorem h(z) = 22 sinhz;, ——2—=sinhy, arctgﬂ);
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do sprawdzenia jest to, ze h(z) naklada katenoide na helikoide i ze nie zmienia
przy tym dlugosci zadnej krzywej lezacej na katenoidzie.

Wewnetrzna izometrycznosé dwbdch powierzchni oznacza, ze maja one identyczna
geometrie wewnetrzna, czyli ze zyloby sie na nich jednakowo.

Znaczenie pojecia geometrii wewnetrznej uswiadomit matematykom,

ale przede wszystkim fizykom i astronomom, pomyst Bernharda (uzywatl
swojego trzeciego imienia) Riemanna. Riemann zostal mianowicie zobowiazany
przez Gaussa do poswiecenia swojego wykladu habilitacyjnego geometrii (ktéra
sie nie zajmowal — jego specjalnoscia byla analiza). Polegal ten pomyst na tym,
ze Riemann zauwazyl, iz geometria wewnetrzna powierzchni nie wymaga wcale
istnienia jakiejs przestrzeni, w ktorej ta powierzchnia sie znajduje: po prostu
zszywamy z kawalkéw plaszezyzny ,co” (naukowo: rozmaitosé) tak, jak zszywa
sie z latek np. kozuch, i umawiamy sie, jak na tym ,,czyms” mierzy sie dlugosci
tukéw. Skoro tak, to nie ma powodu ograniczaé sie¢ do powierzchni, czyli tworéw
dwuwymiarowych — wymiar moze tez by¢ dowolny. Tak pomysélana geometria
wewnetrzna nazywa sie dzi§ geometria riemannowska i w takiej postaci (lub
niewiele uogélnionej) uzywaja geometrii praktycznie wszyscy przyrodnicy.

Ciekawostka jest tutaj fakt, ze pomyst Riemanna zostal przez wszystkich
jego kolegéw (w tym i Gaussa) zlekcewazony i ponownie odkryto go dopiero
po kilkunastu latach (Hermann Helmholtz i Felix Klein).
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