Twierdzenie Fouriera. ,Kazdg” funkcje

okreslong na przedziale [—1, ] mozna
reprezentowaé przez szereg sinuséw
i cosinuséw w nast¢pujacy sposéb
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Wtasciwie zwieficzenie badan nad
twierdzeniem Fouriera przyszto dopiero
w 1966 r., gdy L. Carleson wykazatl,

ze kazda funkcja, ktéra podniesiona

do kwadratu ma skonczong catke
(Lebesgue’a) na przedziale (0,1), jest
sumg swego szeregu Fouriera w prawie
wszystkich punktach odcinka (0, 1)

(tzn. wszedzie poza zbiorem tak maltym,
ze da si¢ go nakry¢ przeliczalng rodzing
odcinkéw o dowolnie matej sumarycznej
dlugosci).

Pomyst Fouriera

Kiedy rozpoczeto proby matematycznego opisu drgajacej struny, w naturalny
sposob pojawilo sie pytanie: jakie funkcje okreslone na pewnym odcinku da sie
zapisa¢ w postaci nieskonczonej sumy sinuséw i cosinuséw?

Pomyst Jeana Baptiste’a Fouriera polegal na tym, zeby na powyzsze pytanie
odpowiedzie¢: WSZYSTKIE.

Fakt, ze powyzsze twierdzenie jest Scisle biorac falszywe, w niczym nie umniejsza
ani wielkosci twierdzenia, ani wielkosci jego tworcy.

Do wielkosci Fouriera wkrotce dojdziemy, teraz natomiast przyjrzyjmy sie, jak
on sam dowodzil swego twierdzenia. Rozpoczal od tego, ze zapisal formalnie
réwnosé f(xz) = 3.7 by sin(na), ktéra miala byé spelniona dla ,kazdej” funkcji
okreslonej na odcinku [0, 7] (na takim odcinku wystarczaja same sinusy lub
cosinusy). Nastepnie zastz%pil sinusy przez ich rozwiniecia w szereg potegowy
sin(nz) = (nx) — S + , a wreszcie zmieniajac kolejno$é sumowania,
przedstawit ,,dowoln&g funkCJe; W postaci szeregu potegowego. Obecnie mozna

za co$ takiego ,wylecied” z egzaminu z analizy na I roku studiéw (nawet funkcje
nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne moga nie da¢ sie przedstawi¢ w postaci
szeregu potegowego), jednak Fourier zadnego egzaminu nie zdawal, wiec liczyl
dalej. Doszedt wreszcie do formalnego wzoru na wspoétezynniki b,

Zf

Warto dostrzec piekno tego wzoru, w ktérym dzieli sie dwa iloczyny rozbiezne
do nieskonczonosci. Fourier nie przejmowal sie tym ,drobiazgiem”, martwilo
go natomiast skomplikowanie tego wzoru i doszedl do wniosku, ze warto by ten
wz6r nieco uprosci¢, co udalo mu sie rewelacyjnie, gdyz w ostatecznej postaci
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Warto przy okazji zauwazy¢, ze ten sam wzor otrzymal wezeéniej Euler

(o czym Fourier nie wiedzial) i to w sposéb bardziej elegancki, cho¢ tez nie
najprostszy (Euler korzystal z tozsamosci trygonometrycznych, Fourier z réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, ale obaj przegapili skorzystanie z prostej wlasnosci
calek z iloczynu funkcji typu cosnz i cosma oraz sinnzx i sinmx, ktore znikaja
na przedziale (0, 7), gdy n jest rézne od m).
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Dlaczego zatem uwaza sie Fouriera za geniusza? Przeciez ani nie byl pierwszym,
ktory odkryl wzor na wspdlezynniki dzi§ zwane jego imieniem, ani nie uniknat
w swoim ,dowodzie” niezbyt Scisle sformutowanego twierdzenia razacych
btedow. Wigkszos¢ komentatoréw stwierdza, ze wartos¢ dokonan Fouriera lezy
w glebi jego interpretacji. Ot6z Fourier spostrzegl, iz formula na wspoélczynniki
rozwiniecia ma sens takze dla funkcji bardzo nieregularnych: przeciez b,, to

po prostu pole pod wykresem pewnej funkcji. Idac dalej, Fourier wyliczyl

kilka pierwszych wspolczynnikéw dla rozmaitych przyktadow i stwierdzil, ze
rozwiniecia trygonometryczne rzeczywiscie przyblizaja nawet bardzo dziwne,
nieciagte funkcje. To utwierdzito go w przekonaniu, ze ,kazda funkcja” ma takie
rozwiniecie. Fakt, ze matematycy potrzebowali potem 170 lat, by sprecyzowad,
co znaczy w tym kontekscie ,kazda funkcja” i co to znaczy, ze jej szereg Fouriera
jest zbiezny, najdobitniej $wiadczy o glebi mysli Fouriera. Praca Fouriera

miala tez niestychana glebie: okazalo sie, ze pojecie funkcji ciaglej niezbyt
pasuje do szeregéw Fouriera, natomiast wlasciwe dla nich ,$§rodowisko”
przestrzenie Hilberta, catka i miara Lebesgue’a, zbieznos¢ prawie wszedzie

— a zatem fundamentalne pojecia wspolczesnej analizy funkcjonalnej, ktora

w duzej mierze na szeregach Fouriera wyrosta. A | przy okazji” z rozwazan nad
szeregami Fouriera zrodzila si¢ Cantorowska teoria mnogosci...
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