Rozwigzanie zadania F 571.

Zgodnie z zasadg ekwipartycji energii
$rednia predkosé kwadratowa czasteczek
deuteru jest o czynnik 1/\/5 mniejsza od
$redniej predkosci kwadratowej czasteczek
zwyklego wodoru. Oznacza to, ze liczba
czgsteczek deuteru o duzych predkosciach
jest odpowiednio mniejsza i deuter paruje

stabiej niz wodér.

Mozna, na przyktad, okresli¢ b w taki

sposob:

-~

1 gdy ann # 1,
2 gdy ann = 1.

Pomyslt Cantora

Kiedy funkcja ma jednoznaczng reprezentacje w postaci szeregu
trygonometrycznego? Problem, bardzo aktualny w drugiej polowie XIX wieku,
zainteresowal takze mlodego Georga Cantora. Wiadomo juz bylo, ze

funkcja nie musi by¢ ciggla, pod warunkiem, ze ma skonczenie wiele

punktéw nieciagloséci. To nasuneto Cantorowi pierwszy, chciatoby sie powiedzieé,
wstepny pomyst: przyjrzec si¢ dziedzinie funkcji i dopuszczalnemu rozkladowi
wzlych” punktéw. Okazalo sig, ze moze by¢ ich nieskoficzenie wiele (bez utraty
jednoznacznosci przedstawienia w postaci szeregu trygonometrycznego), choé
nie dowolnie roztozonych, a ich struktura — struktura zbioru takich punktéw

— moze byé¢ doéé¢ skomplikowana. Préba jej opisu doprowadzita do drugiego,
zasadniczego pomystu Cantora.

Jak poréwnaé wielko$é¢ dwoch zbioréw? Potrafimy to zrobié bez trudu,

gdy oba sa skoniczone: liczymy elementy jednego, liczymy elementy drugiego

i poréwnujemy otrzymane liczby. W ten sposéb w gruncie rzeczy porownujemy
oba te zbiory z pewnym poczatkowym fragmentem zbioru liczb naturalnych.
Wszak to, ze zbidér ma n elementow, oznacza tylko tyle, ze mozna je postawic
we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniodci z liczbami ze zbioru {1,2,3,...,n}.
Mate dziecko nie przechodzi przez ten etap: poréwnuje od razu elementy
dwoch zbioréw. Na przyklad, wyliczajac swoje kolezanki z przedszkola,

zagina kolejny paluszek przy kazdym nastepnym imieniu, wskazujac

w ten sposob na takaz wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy
zbiorem swoich kolezanek i zbiorem swoich paluszkéw. Cantor spojrzatl

na zbiory oczami dziecka: taki sposéb poréwnywania zbioréw nadaje sie

takze do zbioréw nieskoniczonych! I na tym wlasnie polega 6w zasadniczy
pomyst Cantora: uznaé, ze dwa zbiory A i B sa tak samo duze (matematycy
moéwia: réwnoliczne), gdy istnieje réznowarto$ciowa funkcja ze zbioru A w B,
ktoérej zbior wartoéci pokrywa sie z B. Mowimy wtedy, ze oba zbiory maja

te sama moc. Czy wyniklo z tego cos$ ciekawego? Okazalo sie na przyklad,

ze istnieja rézne nieskonczonosci. Moc zbioru wszystkich liczb naturalnych N
jest mniejsza od mocy zbioru wszystkich liczb rzeczywistych R. Inaczej
moéwiac, zaden cigg nie moze zawieraé¢ wszystkich liczb rzeczywistych,

a nawet wszystkich liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1). Kazda liczbe
rzeczywista z tego przedzialu mozna zapisaé (jednoznacznie!) w postaci
rozwiniecia dziesigtnego, w ktérym wystepuje nieskonczenie wiele cyfr réznych
od 0 (np. 0,1 to takze 0,0(9)). Niech (a,,) bedzie dowolnym ciggiem liczb
rzeczywistych z przedziatu (0, 1), a 0, ap1an2ans . . . rozwinieciem dziesigtnym
liczby a,,. Jesli utworzymy teraz liczbe b = 0, b1b2bs . . ., tak aby w jej rozwinieciu
dziesietnym b,, byta dowolna cyfra rézna od 0 i od a,,, to b bedzie liczba

z przedziatu (0,1), zawierajaca nieskoniczenie wiele cyfr réznych od 0 i rézna
od wszystkich liczb z ciagu (a,): od kazdej z nich rézni sie bowiem na pewnym
miejscu po przecinku. Stad wniosek: zaden ciag nie wyczerpuje wszystkich
liczb z przedzialu (0, 1), a wiec tym bardziej nie wyczerpuje zbioru wszystkich
liczb rzeczywistych.

Okazalo si¢ jeszcze, ze zbiory, wydawaloby sie, tak réznej wielkosci, jak zbidr
wszystkich liczb catkowitych Z i zbior wszystkich liczb wymiernych Q maja

te sama moc co zbiér N, mimo ze zbior Z jest ,dziurawy” w R, natomiast
miedzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi mozna zawsze znalezé

liczbe wymierna, a nawet nieskonczenie wiele takich liczb. Okazalto sie,

ze przestrzen R3, a nawet kazda przestrzen R” dla dowolnego n € N, ma

te sama moc co R, a R jest réwnoliczny z kazdym swoim przedzialem otwartym
(np. funkcja tangens przeksztalca przedzial ( -3, g) w sposéb réoznowartosciowy
na caly zbiér R). Okazalo sie réwniez, ze nie ma najwiekszej nieskonczonosci,
bo dla kazdego zbioru A mozna zbudowadé zbiér o mocy wigkszej niz moc A;
takim zbiorem jest, na przyklad, zbiér wszystkich podzbioréow A.

W. B.



