Skrét regulaminu
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Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VII 2002

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z fizyki nr 338, 339

338. Na dwa I
jednorodne

i jednakowe walce
spoczywajace na
poziomym stole
dzialaja poziome
sity, przy czym Rys. 1

w jednym z tych

przypadkéw sita jest przytozona do osi walca,
a w drugim — do gérnej krawedzi (rys. 1). Jesli
wspoélczynnik tarcia o stél ma dla obu walcow

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2002

330. Réwnie pochyla o masie M i kacie nachylenia o postawiono na
poziomym stole, a na rowni polozono na pewnej ustalonej wysokoéci
h cialo o masie m (rys. 2). Jesli na zadnej powierzchni nie wystepuje
tarcie, to czy mozna tak dobraé¢ parametry réwni (M i ), aby

cialo w chwili zsuniecia si¢ z réwni mialo dowolnie malg predkosé
wzgledem ziemi, czy tez istnieje jakies ograniczenie od dolu na

te predkosé?

331. Aby zmniejszy¢ natezenie pradéw wirowych w rdzeniu
transformatoréw (czyli zmniejszy¢ straty energii), rdzenie te
wykonuje si¢ z izolowanych blaszek zelaznych zamiast z litej masy

330. Oznaczmy site nacisku ciata na réwnie jako IV,
sktadowe przyspieszenia ciata jako ax i ay (zob. rys. 2),
a przyspieszenie roéwni
jako a.

Obowigzuja réwnania
dynamiczne

Nsina = Ma = mag,
mg — N cos o = may,
oraz kinematyczne
réwnanie wynikajace
z faktu, ze cialo
pozostaje na powierzchni réwni: ay = (az + a) tga.

Rys. 2

Z réwnan tych eliminujemy N i wyznaczamy
przyspieszenia; w szczegblnosci

_ Mgsinacosa (M 4+ m)gsin® a

M +msin®a’ M +msin?a
Mnozac as i ay przez czas t obliczymy sktadowe koncowej
predkosci ciata; z drugiej strony, czas ten jest dany wzorem

Qg Ay =

t= /=
ay
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Redaguje Jerzy B. BROJAN

jednakowa warto$é, to na ktory walec mozemy
podzialta¢ wicksza sila, nie wprawiajac go przy tym
w poslizg? Ktory walec bedzie si¢ wtedy toczytl

7 wiekszym przyspieszeniem?

339. Pétkula o promieniu 10 cm wykonana ze szkla
o wspélczynniku zatamania 1,5 lezy na stole

plaska strona do dotu. Nad wierzchotkiem poétkuli
na wysoko$ci 3 cm znajduje sie punktowe zodlo
$wiatla. Ile wynosi promien o$wietlonego kota

na powierzchni stotu pod pétkula?

Przypominamy tres¢ zadan:

zelaza. W przypadku autotransformatora rdzen ma ksztatt
toroidalny o przekroju prostokatnym (rys. 3). Jaki sposéb
zestawienia blaszek

jest najlepszy: l

a) ulozenie w stos ptlaskich
kotek z dziurka,

b) zwiniecie w rulon dlugiej
tasmy o szeroko$ci h,

c) zlozenie rdzenia

z prostokatnych plytek

o wymiarach [ X h? Rys. 3

Kwadrat koncowej predkosci ciata jest wigc opisany

wyrazeniem

M? cos® a+ (M + m)? sin® «
(M +m)(M +msin®*a)

v® = (a2 + ai)t2 = 2gh

Nietrudno sprawdzié¢, ze dobierajac odpowiednio mate M
i @ mozna dowolnie zmniejszy¢ v*. Trzeba przy tym
zauwazy¢, ze istotna jest kolejnos¢ dokonania przejsé
granicznych M — 0 i @ — 0 (najpierw nalezy przejsé

do granicy z a — 0; w praktyce wystarczy, jesli a bedzie
proporcjonalne do M).

331. Sposbb c) jest, oczywiscie, najgorszy, gdyz prady
wirowe plynelyby w ptaszczyznie ptytek bez przeszkod.

Po starannej analizie mozna doj$¢ do wniosku, ze sposéb
b) jest nieco lepszy od a), gdyz prad w uzwojeniu
autotransformatora ma obok sktadowej ,,wokét prostokata”
takze niewielka sktadowa ,w koto” (jest to faktycznie jeden
zwdj). Ta sktadowa wytwarza pole magnetyczne réwnolegte
do osi walca, a zwigzane z nig prady wirowe beda silniej
thumione przy zastosowaniu sposobu b).
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® Zadania z matematyki nr 441, 442

Redaguje Marcin E. KUCZMA

' — 441. Rozwazamy wielomian W (z) = 2% + a2® + b2? + cx + d o wspdlczynnikach

— rzeczywistych a, b, ¢, d oraz tréjmian kwadratowy T'(z) = 2 + px + ¢

o ze wspélczynnikami p =2 — a4+ b, ¢ = W(—1). Dowiesdé, ze jezeli tréjmian T'(x)
ma co najmniej jeden pierwiastek nieujemny, to wielomian W (x) ma co najmniej
jeden pierwiastek rzeczywisty.

Termin nadsylania rozwiazan:

31 vir 2002 442. Niech J oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych nie mniejszych niz 1.
Czy istnieje funkcja f: J — J, ciagla, Scisle rosnaca i taka, ze wartosci funkcji
g(x) = f(x)/z wypekiaja zbiér wszystkich liczb dodatnich?

Zadanie 442 zaproponowal pan Marcin Peczarski z Latchorzewa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2002

433. Znalezé wszystkie funkcje wymierne
P(x)
fz) =
Q(x)
majace te whasnosé, ze f(z)? — f(z?) jest funkcjg stala na zbiorze
tych liczb « € R, dla ktérych Q(z) # 0 oraz Q(z?) # 0.

(P, Q — wielomiany rzeczywiste)

433. Kazda funkcja stata spetnia zadane warunki.
Dalej szukamy funkcji f = P/Q r6znych od stalej.
Mozna przyjaé, ze wielomiany P i Q) sa wzglednie pierwsze
i ze w wielomianie @) wspélczynnik przy najwyzszej
potedze zmiennej jest réwny 1; zatem Q(x) = 2™ + M (z),
gdzie M jest wielomianem stopnia nizszego niz n.
Oznaczajac przez c staty wartosé réznicy f(x)? — f(2?)
otrzymujemy réwnanie
P(2)*Q(2”) = Q(2)*[cQ(a) + P(z”)],

réwnowazne (wobec przyjetych zatozen) uktadowi réwnan

Q(z*) = Q(x)’,  P(2)* = cQ(z”) + P(z?).
7 pierwszego réwnania tego uktadu dostajemy zwiazek
22" M (x) + M(z)? = M(2?), ktéry jest spetniony tylko
wtedy, gdy M jest wielomianem zerowym (wystarczy
poréwnadé stopient po obu stronach). Zatem Q(x) = z"
(n > 0) i drugie réwnanie uktadu przybiera postaé
(1) P(z)* = cz®™ + P(az?).
Jedli ¢ = 0, to P(z)? = P(x?) i powtarzajac rozumowanie
przeprowadzone dla wielomianu Q wnosimy, ze P(z) = z*
(k > 0). Skoro f = P/Q # const, wyktadniki n i k nie sa
jednoczes$nie zerami. Dostajemy rozwigzanie
(2) fx)=2"; m#0 - liczba calkowita.
Pozostaje przypadek, gdy ¢ # 0. Gdy n > 1, réwnos¢
(1) pokazuje, ze P(z) # const; gdy zas n = 0, to takze
P(x) = f(x) # const, w my$l przyjetego zalozenia.
Tak wiec P jest wielomianem stopnia dodatniego.

Niech p > 1 bedzie najnizszym wyktadnikiem, dla ktérego
P wystepuje w wielomianie P ze wspétczynnikiem a # 0.
Zapisujemy wiec ten wielomian w postaci

P(z) = b+ az? + 2T ' R(x),
podstawiamy to do réwnania (1) i otrzymujemy
b? 4 2bax? + a*x®? + 2baP T R(z)+

+2ax?P 1 R(z) + 2*P T2 R(z)? =

= b+ ca®™ + az® + 2P R(2?).

Gdy n = 0, przyréwnanie wyrazéw wolnych (b* = b + ¢)
pokazuje, ze b # 0 (bo ¢ # 0); po odjeciu wyrazéw wolnych
mamy po prawej stronie wielomian podzielny przez z2?,

a po lewej — nie. Zatem n > 1 i poréwnujac wielomiany

po obu stronach stwierdzamy kolejno, ze b*> = b, 2ba = c,
p=2n,a’=a;skoro c#0,to b#0, wiecb=1,a =1,
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Przypominamy tres¢ zadan:

434. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Proste styczne

do tego okregu w punktach A i C' przecinajg si¢ w punkcie P,

a styczne w punktach B i D przecinaja sie¢ w punkcie Q. Dowiesc,
ze punkty A, C, Q sa wspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
B, D, P sa wspélliniowe.

¢ = 2; trzy pierwsze skladniki po obu stronach znosza sie.
Dzielac pozostata réwnoéé przez a2+ otrzymujemy

2R(z) + 22" R(z) + 2" ' R(z)? = 2" R(2?).
Jedli wielomian R nie jest zerowy, to po obu stronach tej
réwnosci najwczesniejszy niezerowy wspotczynnik pojawia
sie przy réznych potegach zmiennej. Wobec tego R(z) = 0,
czyli P(z) = 1+ 2", skad
(3) f(x)=z2"+2™"; n>1 - liczba catkowita.
Kazda funkcja postaci (2) lub (3) oraz kazda funkcja
stata spelnia wymagane warunki; a z przeprowadzonego
rozumowania wynika, ze sg to wszystkie takie funkcje.

434. Oznaczmy przez O i r $rodek i promien okregu.
Przyjmijmy, ze wypukty kat POQ ma miare . Jezeli

@ =0° lub p >90°, to ani punkty A, C, Q, ani B, D, P
nie tworza trojki punktéw wspédiliniowych. Dalej
zakladamy, ze 0° < ¢ < 90°. Rozwazamy rzuty D’ i P’
punktéw D i P na pélprosta OQ ™.

Warunek wspoétliniowosci tréjki B, D, P jest teraz
réwnowazny réwnosci |OD’| = |OP’|. Poniewaz

zaé |OD'| - |0Q| = r? oraz |OP’'| = |OP| - cos ¢,
uzyskana réwnosé jest réwnowazna nastepujacej:

|OP| - 10Q] - cos ¢ = 2. Ten ostatni warunek,
niezmienniczy przy zamianie
P 7z Q, jest jednoczesnie
rownowazny wspotliniowosci
tréjki A, C, Q, wobec symetrii
r6l obu trojek.




