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O ROWNYCH SUMACH TRZECH
PIATYCH POTEG I NIE TYLKO

Nie sg znane przykltady rownych sum dwoch piatych poteg,
bez trudu przychodzi jednak znalezienie rownych sum
trzech piatych poteg liczb catkowitych dodatnich.
W liczbach mniejszych od 100 znajdujemy cztery
przyktady:

66° + 44° + 18° = 64° + 51° + 13°

67° +28° 4 24° = 62° + 54° + 3°

74% 4+ 43° 4+ 21° = 68° + 62° + 8°

83° +67° 4+ 56° = 81° + 72° + 53°.

Rozwiazania réwnania

(5.3.3) a®+ b+ =d°+ e+ f°
lubia spelnia¢ jednoczesnie réwnanie
(1.3.3) a+b+c=d+e+ f.

Sposréd 204 rozwigzan pierwotnych (tzn. o najwiekszym
wspélnym dzielniku 1) réwnania (5.3.3) w liczbach
mniejszych od 1000 az 131 spelnia réwnanie (1.3.3).
Najmniejszym rozwiazaniem réwnania (5.3.3)
niespelniajacym réwnania (1.3.3) jest

118° +85° +26° = 116° + 90° + 53°.
Wiadomo, ze réwnanie (5.3.3) ma nieskonczenie wiele
rozwiazan pierwotnych w liczbach catkowitych dodatnich,
znane sa bowiem rozwigzania parametryczne tego
roéwnania.
Ciekawym przyktadem jest rozwigzanie w liczbach
pierwszych:

6379° + 3833° + 2657° = 6089° + 5003° + 1777°.

Jednak najbardziej zafascynowany jestem nastepujacymi
czterema rozwigzaniami:

12587 + 582° + 455° = 1153° 4 1037° + 105°

47273° + 9717° + 5681° = 47242° + 15398° + 31°

557725 + 25403° 4 19264° = 51858° + 44667° + 3914°

71362° + 37983° + 27745° = 65728° + 59070° + 12292°.
Jesli uruchomisz swoja spostrzegawczosé, Drogi Czytelniku,
zapewne odkryjesz, jakg wspdélna wlasnosé majg powyzsze
rozwigzania. Nie wiem, czy istniejg inne rozwigzania o tej
wlasnosci, jesli znajdziesz jeszcze jedno, daj mi znaé, bede
pod wrazeniem.

7 sumami pigtych poteg wiaze si¢ ponizsza hipoteza
Eulera, bedaca uogélnieniem wielkiego
twierdzenia Fermata:

HIPOTEZA EULERA: Dla dowolnej liczby n > 3
roéwnanie

at +ay +...+apn_1 =ayn
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich
a1,a2,...,0n.

Innymi stowy, zgodnie z hipoteza Eulera n-tej potegi
nie mozna przedstawié przy pomocy sumy mniej niz

n n-tych poteg. Hipoteza wydawala si¢ catkiem sensowna,
zwazywszy ze o przyktady rozktadu n-tej potegi
na sume¢ n n-tych poteg nietrudno. Mamy bowiem:

52 = 42 4 32

6> =5 +4%+3°

353% = 315% +272* + 120* + 30*.
Z drugiej strony, zgodnie z wielkim twierdzeniem Fermata,
sze$cianu liczby catkowitej dodatniej nie mozna roztozy¢
na sume¢ dwoch szedciandéw.

Hipoteza Eulera ,byla prawdziwa” do roku 1966, kiedy to
Lander, Parkin i Selfridge znalezli rozktad piatej potegi
na sume czterech piatych poteg:

(5.1.4) 144° = 133° 4 110° + 84° 4 27°.

Sformutowali oni wéwczas nastepujaca hipoteze:

HIPOTEZA (LANDER, PARKIN, SELFRIDGE):
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 3 réwnanie

(n.k.0) at +ay +...+ap =b7 +b5 +...+0b

nie ma nietrywialnych rozwiazan w liczbach catkowitych
dodatnich, gdy £+ 1 < n.

Innymi stowy, zadne nietrywialne rownanie nie moze by¢
spelnione przez mniej niz n n-tych poteg. Hipoteza ta
do dzi$ nie zostata obalona, ani udowodniona.

Rozwiazania réwnania (n.k.l), gdzie k < [, bedziemy
nazywaé rozwiazaniami typu (n, k,1).

Interesujacy jest przypadek k + [ = n. Ot6z dotychczas
znanych jest 6 typéw takich rozwigzan. O trzech typach
wiadomo, ze maja nieskonczenie wiele istotnie réznych
rozwiazan:

(4,2,2) — o réwnych sumach dwoch czwartych poteg
napisaliémy w kwietniu,

(4,1,3) — o tym ponizej,

(6,3,3) — o tym za miesiac, zgodnie z zasada, ze o n-tych
potegach piszemy gltéwnie w n-tym miesiacu roku

64 1 5% 4+ 34 — (6+g+3)_

Dla trzech typéw znanych jest po jednym

(stownie: jednym) rozwiazaniu. Sa to: (5,1,4), (5,2,3)
i(8,3,5).

Rozwiazanie typu (5,2,3) znalezli Scher i Seidl
w 1997 roku:
14132° + 220° = 14068° + 6237° + 5027°.
Jesli zas chodzi o czwarte potegi réwne sumie trzech
czwartych poteg, co jest jedynym znanym oprécz (5,1,4)
kontrprzyktadem do hipotezy Eulera, to pierwszy przyktad
20615673 = 18796760 + 15365639" + 2682440

wraz z dowodem istnienia nieskonczenie wielu rozwigzan

podal Noam Elkies w 1986 roku.

Pézniej znaleziono najmniejsze rozwiazanie:
422481" = 414560 + 217519" + 95800".
A oto inne rozwigzania, do ktérych udato mi si¢ dotrzeé:

2813001* = 2767624* + 1390400 + 673865

8707481* = 8332208* + 5507880 + 1705575*

12197457* = 11289040* + 8282543 + 5870000*
16003017* = 14173720* + 12552200 + 44790314
16430513% = 16281009* + 7028600 + 3642840*
638523249* = 630662624* + 275156240* + 219076465%.
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